5 Sustavy linearnych rovnic s dvoma neznamymi

Pri rieSeni sustav linearnych rovnic su Studenti vacSinou uspesni; lahko
zvladaju zakladné metddy rieSenia (substituéna, s€itacia). Problém Casto nastane az v
momente, ked treba rozhodnut' o pocte rieSeni danej sustavy. Toto je signal pre ucitela,
poukazujuci na nedostatocné a formalne chapanie tejto pomerne jednoduchej
problematiky. Hoci je Casova dotacia pri vyuCovani tejto témy dostacujuca; (u€ivo sa
prebera v 1. roéniku gymnazia (septime) v ramci témy Funkcie, rovnice a nerovnice 1),
navrhujeme zaradit do procesu aspof jednu vyu€ovaciu hodinu v pocitaCovej ucebni, v
ramci ktorej si Studenti precvituju graficki metddu rieSenia systémov rovnic. Dal$ou
vhodnou aktivitou v rdmci tejto témy je prezentovat pojem determinant sustavy
linearnych rovnic, podciarknut’ vzajomnu zviazanost pojmov: linearna funkcia, rovnica
priamky v smernicovom a vo vSeobecnom tvare, hodnota determinantu sustavy a tomu
zodpovedajuci pocet rieSeni sustavy.
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AkTiviTA 5.1

Zavedenie pojmu determinant sustavy linearnych rovnic, analyza vztahu hodnoty
determinantu k pocCtu rieSeni danej ststavy.

Vyulujuci spusti program Graphmatica, pri praci vyuziva dataprojektor.
Predstavi tri dvojice linearnych funkcii a zobrazi ich grafy:

a)

y=2-x b) 4x -2y = -4 c)2y-3x=3

y=x-1 y=2x+2 3x-2y=3

Pocas niekolkych nasledujucich minat si Studenti formou heuristickej besedy
prostrednictvom obrazkov pripomenu zname vlastnosti linearnej funkcie a geometricku
interpretaciu systému linearnych rovnic. Je vhodné polozit Studentom otazky typu:

Je nejaky rozdiel medzi vSeobecnym a smernicovym tvarom rovnice priamky?

Prax potvrdzuje, Ze spravne chapanie rozdielu medzi oboma tvarmi a
predovSetkym upriamenie pozornosti na Specifické tvary priamok ako su x = a (priamka
rovnobezna s osou y nie je funkciou), alebo y = b umoznuju lepSie pochopenie danej
problematiky. Ucitel nasledne zdérazni informaciu o prieseénikoch priamok (ziskanu
aplikaciou polozky Find Intersection z menu Tools) zobrazenu v dolnej liste okna Graph.
Vyzve Studentov, aby vypoditali determinanty sustav a uvazovali o vztahu hodnoty
determinantu sUstavy k poétu prieseénikov  priamok. Dal$imi otazkami v réamci
heuristickej besedy teda mézu byt: Co viete povedat o determinante sustavy, ak st
priamky totozné a ¢o v pripade, ak st rovnobezné?

Studenti v zavere aktivity dospeji samostatne k spravnym zovseobecneniam.
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Equation(s): Equation(s): Equation(s):

y=2-x(1) 4x-2y =-4 (1) 2y-3x =3 (1)

y=x-1(2) y=2x+2 (2) 3x-2y =3 (2)
D=-2,D,#0,D, %0 D=0 D,=D,=0 D=0, D,:0 D, %0
Find Intersection:

y= )2(-1 Priamky su totozné. Priamky su rovnobezné.
y=e2X

X y Nekonecne vela rieseni. Neexistuje Ziaden spoloény
1,5 0,5 P =R bod.

Priamky su r6znobezky. P=/]

Jediné riesenie. S

P={12:0,5}

Obr.5.1: Grafickeé rieSenie prikladu.5.1




V dalSej Casti hodiny ucitel deli triedu na skupiny. Kazda skupina dostane
kartiCku s troma ulohami. Viacero slovnych uloh opisujucich situacie z kazdodennej
praxe sa rieSi pomocou sustav linearnych rovnic. VyuZijeme tento fakt na vhodnu
motivaciu a zadame aj ulohy tohto typu. Tretou v poradi bude sustava linearnych rovnic
s parametrom, pri ktorej sa najlepSie poukaze na vyznam a vyuzitie determinantu
sustavy. Studenti rieia vSetky zadané ulohy najskor algebraicky a neskér graficky
overuju svoje vysledky pomocou programu Graphmatica. Nasleduje spolo¢né
vyhodnotenie vysledkov. Uvadzame jednu sadu prikladov

Riesené priklady
PrikLAD 5.1
Rieste algebraicky, pomocou determinantu a nasledne graficky sustavy rovnic:
a)0,5x +y=-1 b)y=1+-2/5x c) xt2y = -3
2y +x= 10 2x+5y=5 2x-y=-1
RIESENIE

ﬁﬁ[

Pri rieSeni  dlohy si Studenti uvedomuju vztah medzi vysledkami ziskanymi
klasickymi metédami rieSenia (dosadzovania alebo scéitovacia metdéda), Cramerovou
metddou a grafickou metéodou Vyzadujeme od nich vytvorenie tabulky vysledkov, v
ktorej budu uvedené ako hodnoty prislusnych determinantov, tak aj pocet rieSeni
sustavy, graficka interpretacia sustavy (rovnobezné, totozné, réznobezné priamky).

2 T 3
-4

D=0, D.-0,D, 0 D=0,D=D,=0 D=-2,D,#0,D, #0
P=0, P=R P= {-1,-1}
Priamky su rovnobezné Priamky su totozné Priamky st réznobezné

Obr.5.2:Grafické rieSenie prikladu 5.1
PrikLAD 5.2

Robotnik kopal studiu. Ked sa ho okoloiduci opytal aka hlboka bude studna odpovedal:
Meriam 1,8 metra. Ked vykopem celu studriu, moja hlava bude o tofko pod povrchom
zeme, o kolko je teraz, ked som sa dostal do polovice studne nad zemou. Vypocitajte
hibku studne.

RIESENIE

Ulohu rieSime najskér algebraicky. Didakticky softvér je vyuZity vo funkcii
autokontroly, pre graficku interpretaciu a overenie spravnosti vysledkov. Samotné
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rieSenie sustavy nepredstavuje pre Studentov taky problém, ako zostavovanie sustavy
linearnyc rovnic.

Premennou y oznadime hibku studne, premennou x hibka toho fragmentu studne,
ktory sa nachadza medzi hlavou robotnika a povrchom zeme. Zo zadania dostavame
rovnice:

y =180 +x
y/2=180-x/.2
y=180+x/.
y =360 -2x2
2y = 360 +2x
y = 360 - 2x
3y =720
y= 240
Hibka studne bola 2,4 metra.
Zaver:
Equation(s):
y =180 +x (1)
y= 360-2x (2)
Find Intersection:
X y
60,0 240,0

Obr.5.3:RieSenie prikladu 5.2 programom Graphmatica

PrikLAD 5.3

Zistite, pre aké hodnoty parametra m maju sustavy :

ajmx+2y = 3 b) mx +2y =1 c) x+y=m
X+ 4y = 4 2x + my =10 x-3y=5

jediné rieSenie?

RIESENIE

iﬂ[

Uloha poukazuje na prednosti pouzitie Cramerovho pravidla pri riedeni systémov
linearnych rovnic s parametrom. Didakticky softvér umozni  vytvorit heuristicku
simulaciu problému; pouzijeme schopnost programu vykreslit  jednoparametricky
systém kriviek F(x,y,m). Hodnoty parametru m zadavame v  textovom riadku
formou podmienky v tvare {m: min, max, krok }. Studenti méZu pozorovat aké zmeny
grafov spbsobuje zmena hodnoty parametru m, zopakovat si poznatky o linearnej
funkcii. Tato aktivita poukazuje na to, ako pocitacové technolégie davaju priestor na
efektivnejSie, mnohostrannejSie opakovanie a upevhovanie uz znamych alebo
suvisiacich matematickych pojmov z predoslého vyudovacieho procesu. Studenti nielen
precvicuju Crammerovo pravidlo, registruju aj geometricky vyznam systémov linearnych
rovnic s dvoma neznamymi s parametrom, opatovne uvazuju o linearnej funkcii a jej
vlastnostiach.
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Klasické rieSenie pomocou determinantov:
‘m 2

a D= = 4m- 2
4

D#Z0 - 4m-270 - 4m #2 -

m #1/2

Existuje préave jedno rieSenie sustavy, ak mLOR [Im # 1/2

m 2 )

b) D= =m -4

2 m
D#Z0 -

m-4#0 = m# 2[0m #-2

Existuje prave jedno rieSenie sustavy, ak mOR [Im #-2 [I m # 2

1

c) D=
) 1 -3

=-4 DZ0

Existuje prave jedno rieSenie sustavy pre akékolvek m, ak m[JR

a) Najskoér zostrojime graf funkcie:x+4y = 4
a tiez grafy funkcii:

m*x+2*y=3 {m: 1, 3, 1}

m*x+2*y=3 {m: 0, 2, 0.5}

pre hodnoty parametrov m=1, m=2, m=3,
m=0, m=0.5, m=1.5

Polozime Studentom otazky typu:

Ako sa meni tvar grafu priamky pre rézne
hodnoty parametra m?

Aky je vztah zvazku priamok ku priamke
x+4y = 4?

Vyuzijeme farebné rozliSenie grafov a
zakreslime zvlast priamku pre m = 0.5
0.5*x+2y = 3

& ]

'
@

Zavery:

Registrujeme dve farebne rozliSené
rovnobezné priamky: x+4y=4 a 0.5x+2y =3
pre hodnotu parametra m = 0,5

[ neexistuje priese¢nik tychto priamok,
sUstava nema rieSenie;

c) Postupujeme obdobne:

Znazornime priamku x -3y = 5

a nasledne niekolko dalSich priamok tvaru
x+y=m {m:-2, 5 1}

Graficka interpretacia vhodne potvrdzuje
existenciu rieSenia pre akukolvek hodnotu
parametra m;

Zaver:

Priamka x - 3y = 5 (vyznaéena ¢ervenou
farbou) je r6znobezna s ktoroukolvek
priamkou z mnozZiny priamok x +y =m

O existuje prave jeden spolo¢ny bod oboch
priamok

N
N




b) Postupne znazornime mnoZinu priamok:
mx+2*y=1 {m: 1, 3, 1}
2*x+m*y =10 {a: 1, 3, 1}

Farebne odliSime Specialne pripady.
Dvaojicu priamok pre ktoré plati: D=0
-2*x+2%y=1
2*x-2*y=10

2*x+2*y=10

2*x+2*y=1

Zaver:

Priamky mx+2*y=1a 2*x+m*y =10 su

réznobeZky okrem pripadov, ak m=2 alebo
m = -2 kedy sa jedna o rovnobezZné
priamky.

Obr.5.4: RieSenie prikladu 5.3

: Zaujimavym a uzitonym cvienim pri preberani tejto témy je ur€ovanie mnozin
bodov istych vlastnosti, ktoré si dané vyrazmi s absolutnymi hodnotami. Studenti tak
precviCuju a opakuju problematiku absolutnej hodnoty Cisla, su€asne si uvedomuju jej
vyhody pri zapise takychto mnozin bodov v skratenej forme. Uvedenu aktivitu zaradime
do vyucCovacieho procesu pri téme Absolutna hodnota Cisla, alebo Rovnice s
absolutnymi hodnotami (1.roénik gymnazia alebo kvinta) Malo ktori Studenti si totiz
uvedomuju, Ze napriklad matematicky zapis X 0+ [y 0= 4 vyjadruje mnozinu bodov,
ktoré tvoria Stvorec a podobne.

PrikLAD 5.4

Urcite algebraicky a nasledne narysujte pomocou didaktického softvéru mnozinu
vSetkych bodov v rovine, ktorych suradnice x, y vyhovuju rovniciam:

a)x O+ yO=4

byxO-yO=5

c) x+yO=4

d)X-yO=4

f))x+y O+ x O=4

g)X-yO-xO=4

RIESENIE

Pri rieSeni si Studenti pripomenu vedomosti o absolutnej hodnote &isla, linearnej
funkcii, kartézskom suradnicovom systému. Najskér algebraicky vyjadruju mnoziny
bodov danych vlastnosti pomocou sustav linearnych rovnic. Nasledne ich zakresluju do
grafu. V pripade problémov im mézZeme navrhnut aj metddu " cesty spat, od vysledku
k rieSeniu" vyuzivajuc vizualizaciu problému programom Graphmatica.
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a)+y=4 -
1.x>00y>0 = x+y=4azaroven X,y patria :
do 1. kvadrantu; usecka A[0,4],B[4,0]
2.x>00y<0 < x-y=4azaroven x, y patria do &
4. kvadrantu; usecka CJ0,-4], B[4,0]

3.x<00y<0 = -x-y=4azaroven x, y patria do
3. kvadrantu; usecka D[-4,0], C[0,-4]

2.x<00y>0 = -x+y=4azaroven x, y patria
do 2. kvadrantu; usecka D[-4,0],A[0,4]

Zaver: .
Riesenim su body leZiace na obvode Stvorca;

b)xO-yO=4 = ’
1.x>00y>0 = x-y=4azaroven x, y patria :
do 1.kvadrantu; polpriamka s pocCiatkom v bode [4,0]
2.x>00y<0 - x+y=4azaroven x, y patria AT = T :
do 4.kvadrantu; polpriamka s pociatkom v bode [4,0] »
3.x<00y<0 < -x+y=4azaroveh x, y patria do
3.kvadrantu; polpriamka s pociatkom v bode [-4,0] .
4.x< 00y>0 = -x-y=4azaroven x, y patria
do 2. kvadrantu; polpriamka s poc&iatkom [- 4,0]

Zaver: S
Riesenim su body leziace na lomenych ciarach

kO-yO=5

)X-yO-x=4 =

1.x>y0Ox>0 < y =-4,;polpriamka s pociatkom
v bode [0,-4]

2. x>y x<0 = y= 4-2x; polpriamka s
pocCiatkom v bode [0,-4]

3. x<yUOx<0 < y-=4;polpriamka rovnobezna s
osou x s pociatkom v bode [0,4]

4. x<y x>0 = y=2x+4; polpriamka s pociatkom
v bode [0, 4]

Zaver:

Vysledkom st body leZiace na lomenych é&iarach | x-y U- Tk =4

dX-yOd=4 - y

1.X>y = y1 = x-4 2

2.X<y = Yy, = x+4 R B e e
Zaver:

Riesenim su body leZiace na dvoch / /

rovnobezZnych priamkach.

Xx-y[=4




Nx+y+ X 0=4 =

1.x>-y[Ox>0 = y=4-2x; useCka AC; A[0,4]a
D[4, -4]

2.x>-y[0x<0 < y=4usecCkaAB; A[0,4] a
B[4, -4]

3. x<-y[x<0 < y=-2x-4useCka BC; B[4,-4] a
C [0, -4]

4. x<-y[Jx>0 = y= -4useckaCD

Zaver:

Riesenim su body na obvode kosodiznika
ABCD.

A

W\

Ok +y O+ kO=4

Obr.5.5: RieSenie prikladu 5.4.




