6 Linearne nerovnice s jednou a dvoma neznamymi a ich
sustavy

Metodicky zamer

Podobne ako rovnica aj nerovnica je predovSetkym vyzva na rieSenie, hfadanie
mnoziny vSetkych x, y [J R, ktoré danej nerovnici vyhovuju. Rozdiel medzi nimi je v
kvantite mnoZiny rieSeni, v spdsobe rieSenia a vo vyzname a spdsobe skusky. Zvy&ajne
je mnozina rieSeni rovnice konecna a nerovnice nekonecna. Operacie, ktoré pouzivame
pri Upravach rovnic su platné s menSimi modifikaciami; (ak nerovnost vynasobime
zapornym ¢&islom, zmeni sa znak nerovnosti ) aj pri rieSeni nerovnic.

S linearnymi nerovnicami sa Studenti stretavaju v 1.roéniku gymnazia (kvinte), v
ramci témy Linearne nerovnice, intervaly. S tymto uCivom velmi Uzko suvisi aj
problematika rovnic a nerovnic s absolutnou hodnotou preberana v tesnej nadvaznosti
tejto témy, preto sme sa rozhodli v tejto kapitole obe spojit a poukazat na moznost
inovativneho pristupu pri vyu€ovani zmienej tematiky pomocou programu Graphmatica.
Tento dokaze inetrperetovat nielen realne funkcie ale tiez relacie na R?. Skusenosti
potvrdzuju formalizmus, nepochopenie a velmi slabu pripravenost Studentov v oblasti
rieSenia nerovnic v3etkych typov. Grafické modely, ktoré doporuujeme pouzivat pri
rieSeni nerovnic maju predovsetkym potvrdit a informovat o tom, ¢i a kolko rieSeni
dand sustava nerovnic ma a tiez poukazat na graficku interpretaciu takychto
matematickych problémov.

Na uvod uvadzame dve aktivity zamerané na urCovanie vzdialenosti bodov na
Ciselnej osi pomocou absolutnej hodnoty Cisla. Hoci uloha patri medzi jednoduché a
Standardné, vzhladom na zavazné nedostatky, ktoré registrujeme u Studentov pri ich
rieSeni, doporucujeme intenzivnejSie precvicenie prikladov tohto typu aj pomocou IKT.

>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

Linearna nerovnica s jednou neznamou Poznamka: Dvojica Ccisel (x3,y1) je

je nerovnica, v ktorej sa vyskytuje premenna | rieSenim linearnej nerovnice

X so stupfiom mocniny max. 1, s dvoma neznamymi x, y prave vtedy,

t.j. nerovnica ax + b <0, ak po ich dosadeni do nerovnice za

respektive nerovnica so znakmi <, 2, > premenné x ay dostaneme pravdivy

kde a,b [R. vyrok.

Nerovnice ax+by +c >0, ax+by + ¢<O0, Mnozina rieSeni linearnej nerovnice je

ax+by +c 20, ax+by +c <0, kde a2 +b2 >0, nekonecna alebo prazdna.

nazyvame _nerovnicou Grafickou interpretaciou mnoziny

prvého stupfia s dvoma neznamymi rieSeni linearnej nerovnice s dvoma
nezndmymi je polrovina s hrani¢nou
priamkou ax+by+c =0



http://mathworld.wolfram.com/images/eps-gif/Inequalities_1000.gif
http://gss.sd42.ca/images/pagemaster/math_professor_algebra.gif.jpg

e Kartezianskym grafom linearnej rovnice | = Absolutna hodnota redlneho Eisla;
s dvoma neznamymi je priamka. pre kazdé redlne Cislo a je jeho

» Kartezianskym grafom __linearnej absolutna hodnota Uall rovna:
nerovhice sdvoma neznamymi je Oa;...ak a2 0[]
polrovina s hrani¢nou priamkou alebo bez al= H_ a...ak a< OH
ne;j.

* Rovnicu hrani¢nej priamky ziskame, ak

V nerovnici zmenime znamienko . , e
’ . . vzdialenost bodu a na realnej osi od
nerovnosti na znamienko rovnosti. aul

e Kartezidnskym  grafom sustavy dvoch (X< b = x[J(-b, b);
linearnych nerovnic s dvoma neznamymi x> b o xﬂ(—o; _2,) (b, «);
je ostry uhol, €iZze konvexna mnozina. x+al< b < x/7 (-,a-b -a+b)" ’

(x+al> b < x[J (-, -a-b) [(-a+b, =)

s Z geometrického pohladu
definujeme absolutnu hodnotu ako

@

PrikLAD 6.1

Riesené priklady

Uréte mnozinu rieSeni nerovnic:

a)|x|<3
b) | x|=3
c)| x-3|22
d) |2x-1|<3
RIESENIE

O= =]

Ulohou $tudentov je priklady riesit najskér analyticky, vychadzajuc z definicie
absolutnej hodnoty, nasledne v kresli¢i grafov zadané problémy vizualizovat a
analyzovat  vysledky (program Graphmatica vo funkcii autokontroly). Studenti
zovSeobecnia ziskané poznatky a sami naznacia ako postupovat, ak chceme na
Ciselnej osi znazornit mnoziny bodov danych vlastnosti a urychlit tak proces rieSenia
nerovnice. (ur€enie nulového bodu pre vyraz v absolutnej hodnote: (x+al0=0 - x = -a,
vyznacenie Cisla a na Ciselnej osi, ur€enie intervalov, ktoré su rieSenim nerovnice).
Pozornost venujeme predovsetkym pripadu d), ktory treba objasnit detailne. Tu
sa totiz Studenti dopustaju chyb najcastejSie. Je vhodné pripravit samostatnu aktivitu s
viacerymi prikladmi typu d) a motivovat' Studentov, aby sami identifikovali zdroj chyb.

Grafické rieSenie mbzeme realizovat dvoma spbdsobmi: priamo vkladame do
combo boxu nerovnicu, ktori chceme riesit, alebo zadame zvlast vyraz na pravej
a zvlast vyraz na lavej strane nerovnice (ako funkcie y; a y»,), nasledne vyhladame
prieseCniky  grafov funkcii pomocou FIND INTERSECTION zmenu TOOLS
a odcitame rieSenie nerovnice.

Druhy spésob riesenia:

Vyzna¢ime do jedného obrazku grafy:
y = abs(2x-1)

y=3




Druhy spdsob rieSenia:
Prvy spbsob riedenia;

y1 = abs(2x-1) Do combo boxu zadame vyraz :
y.=3 abs(2x-1)<=3 = x[0<-1,2>
ys=abs (2x-1) and y,=3
Intersection: y = 3 for x = -1
yi=abs (2x-1) and y,=3
Intersection: y = 3 for x = 2

Obr .6.1: Dva spbsoby rieSenia zadania d)z prikladu 6.1

a)|x|<3 = x0(33)
b) | x [23 « x[O(-00,-3>0<3 )
c)| x-3|22 = xO(-00,1>00<5 )
d)|2x-1] <3 = «x
c)| x-3|z2 d) [2x-1][<3
Obr.6.2:Graficka interpretacia rieSenia prikladu 6.1
PrikLAD 6.2
Zapiste pomocou absolutnej hodnoty mnoziny bodov danych vlastniosti:
a) x0<-2,2>
b) xO<-3,2>

c) xO(-00,-1>0<5,00)
Vysledky skontrolujte didaktickym programom!
RIESENIE




Uloha ma opaény charakter. Znazornenie mnozin bodov na &iselnej osi,
nasledné vyznacenie stredu intervalu xs a vzdialenosti d Cisla xs od koncovych bodov
intervalu privedu Studentov k spravnemu rieSeniu. Program Graphmatica ma opat
funkciu autokontroly. Priklad dobre preveri neformalnost vedomosti z tejto oblasti.

a) x0<-2,2> < |x|=s2
b) x0<-3,2> = |2x+1]| <5
¢) xO<-00,-1>0<5 0> |x-2| 23
d)
PrikLAD 6.3

Ovetre, €i bod A [2004,2007] patri do mnoziny rieSeni nerovnice:
a) x-y-120
b) 4x +3y <2004
c) Yy<x
d) y=<200
e) x=2
RIESENIE

{
WCiel’om ulohy je prostrednictvom programu Graphmatica graficky znazornit
mnozinu rieSeni nerovnice, demonstrovat fakt, Ze je fiou polrovina ohrani¢ena
hraniénou priamkou. (alebo bez nej). Studenti na jednej strane prostym dosadenim
suradnic bodu kontroluju platnost podmienky a suasne registruju geometricku
interpretacia rieSenia, pre kazdy z uvedenych pripadov.

X—y-120 4x +3y < 2004 x22 ysx y <200
AOP AOP AOP AOP AOP

Obr.6.3:Geometricka interpretacia mnoziny rieSeni z prikladu 6.3

PrikLAD 6.4
Urcte graficky mnozinu rieSeni systémov linearnych nerovnic:
a) yz-x+4 b)) y=-x c) x <-3

yz x -4 y < -2 y <-5x+1
RIESENIE

Program Graphmatica vykresli oblasti (konvexné uhly), ktoré su rieSeniami
systémov linearnych nerovnic. Dosadenim suradnic fubovolného bodu oblasti Studenti
kontroluju spravnost rieSenia a su€asne registruju geometricku interpretaciu pre kazdy
Z pripadov.
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RieSenie zadania a) Riesenie zadania b) Riesenie zadania c)

Obr.6.4:Mnoziny rieSeni sustav linearnych nerovnic

PrikLAD 6.5

Pre aké p/JR je grafom rieSeni sustavy linearnych nerovnic:
yz-3x+2

y2Z px +4

a) polrovina

b) pravy uhol

c¢) konvexny uhol

2
? Pri tejto ulohe opat umoznime Studentom syntetizovat vedomosti ziskané pri
preberani celku Linearne funkcie. a Systémy linearnych nerovnic. Podstatnu ulohu
zohrava program Graphmatica, ktorym vizualizujeme rieSeny problém.
Najskér znazornime polrovinu uréenu nerovnicou y= -3x+2 a nasledne niekolko polrovin
y 2 px +4 pre p [0{2,-2,0,-3}.
Diskusné férum
a) Aby bol prienik polrovin opat polrovina je nutné, aby hrani¢né priamky polrovin
boli rovhobezné, teda aby mali zhodné smernice. Riedenim je teda jedina
hodnota p= -3
b) Konvexny uhol bude rieSenim systému pre [Jp [JR — {-3, 1/3}
c) Pravy uhol bude rieSenim systému nerovnic prave vtedy, ak hrani¢né priamky
budu na seba kolmé, teda ak pre vztah ich smernic plati :
ki =-1/k ; v naSom pripade pre p = 1/3
RIESENIE

p=-3 p=1/3 Op OR—-{-3 1/3}

Obr.6.4: Graficky model rieSenia prikladu.6.5

@/ Velfmi podnetnymi su aj nasledujuce ulohy, pri rieSeni ktorych su prepojené
vedomosti o absolutnej hodnote Cisla, kartézskom suradnicovom systéme, logickych
spojkach, linearnej funkcii a systémoch linearnych nerovnic. Studenti vychadzajuc
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z definicie absolutnej hodnoty Cisla dostavaju niekolko podmienok. Tieto formuluju
v tvare linearnych nerovnic s dvoma neznamymi. Grafickym rieSenim systému tychto
nerovnic dostavaju hfadané rieSenie. Nechame Studentom priestor na samostatné
rieSenie Uloh a autokontrolu didaktickym programom Graphmatica. V naslednej
heuristickej besede ozrejmime pripadné nejasnosti, nepresnosti a neporozumenia.
Studenti maju moznost sa presvedéit, Ze niektoré geometrické Utvary sa velmi
elegantne a jednoducho popisuju prave takymito vyrazmi s absolutnymi hodnotami.

PrikLAD 6.6

Zakreslite mnozinu vStkych bodov v rovine, pre ktorych suradnice x, y plati:
a) X| + |y| <4

x+y| <4

- |yl 24

b)
c)
d) < |y|

X
X
RIESENIE

Postup prezentujeme na pripade a); zvySné ulohy rieSime analogicky.
Dostavame sustavu 4 linearnych nerovnic s dvoma neznamymi.

a)jxz0 Oyz0 [0 x+ys 4)0
x20 Oy<s0 [0 x-y<s4)0
x<0 Oy=20 [O-x+y<4)0
x<0 OJy<0 [O-x-y <4)
V programe Graphmatica sa to zapiSe takto:
x-y<=4 {0,4}
x+y<=4 {0,4}
x-y<=4 {0,4}
-x-y<=4 {0,4}
Vyuzivame pritom moznosti Specifikacie definicného oboru, o zapiSeme formou
Zlozenej zatvorky za rovnicu (nerovnicu) do combo boxu ako: {xmin, xmax}.
MéZeme tiez pouzit priamy zapis : abs(x) + abs(y) <=4. Ziskavame tieto grafické
rieSenia.

a) Stvorec b) pas c) dva konvexné uhly | d) vrcholové uhly

Obr.6.5: Graficka interpretacia rieSenia priklad.6.6
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