1 Funkcie - zakladné pojmy

Metodicky zamer

Pojem funkcia je jeden z najdélezitejSich matematickych pojmov. Je nepostradatefnym
v mnohych oblastiach vedy a Zivota. Funkciami popisujeme biologické, ekonomicke,
fyzikalne &i sociologické javy. Vdaka grafom funkcii mézeme ilustrovat a prezentovat
mnohé problémy spologenského a hospodarskeho Zivota. Funkcie su v ramci uciva na
strednej Skole zaradené a S3piralovitou formou preberané postupne vo vSetkych
ro¢nikoch. V 1. ro¢niku sa Studenti zoznamia s definiciou a zakladnymi pojmami ako:
funkéna zavislost, funkcia ako predpis, ako relacia, priklady réznych funkcii, defini¢ny
obor a obor hodn6t funkcie, spdsoby zapisovania funkcii, pravouhly suradnicovy systém
v rovine, graf funkcie. Navrhované aktivity maju za ciel na velmi konkrétnych ulohach z
praxe a pomocou didaktického softvéru precvi€it' a fixovat spomenuté pojmy. Inovéacia
procesu spociva v implementovani aktivit, ktoré umoZznia pojmy lepSie vizualizovat.

>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

Funkcia f realnej premennej x je: Defini€ény obor funkcie f (D(f)) je mnozina
e kazdé zobrazenie f v mnozZine | vSetkych x/7 R, ku ktorym existuje prave jedno
vSetkych realnych Cisel, ylR tak, Ze [x,ylf; (y=f(x)).

e mnozina f vsetkych usporiadanych | Obor hodndt funkcie f (H(f)) je mnozina vSetkych
dvojic [x,y]J RxR, pre ktoré plati: ku | YU R, ku ktorym existuje aspor jedno xJJ R tak,
kazdému x[J R existuje najviac jedno | Ze [xYILf; (y=f(x)).
yOR tak, ze [x,y]Of Graf funkcie f je mnozina vSetkych bodov X [x,y],

ktorych suradnice vyhovuju rovnici y = f(x).

e predpis f, ktory kazdému x/J R
priraduje najviac jedno y/JR tak, Ze
y =f(x)

Inovacia vyucovacieho procesu

VSetky uvadzané priklady maju za ciel upevnit vnimanie funkcie f ako Specifického
priradenia, ktoré kazdému x z mnoziny nezavislych premennych D(f) priradi prave
jeden prvok y z mnoziny zavislych premennych. Vyhodou vyuzitia pocitaa a zvlast
tabulkového procesora Excel je, ze Student si pri vytvarani grafu funkcie aktivne
uvedomuje a rozliSuje medzi nezavislou x/J (D(f) a zavislou premennou y OH(f) v
uvazovanom priradeni. Vdaka konStrukcii tabufky vnimaju zretelnejSie funkciu ako
priradenie, ¢i mnozinu usporiadanych dvojic istych vlastnosti, o je vyhovujuce pre jej
hibSie porozumenie.

Prikladmi z praktického Zivota sU zase motivovani uvedomovat si funkciu ako
pojem pritomny na kazdom kroku.
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Vyuc€ovaciu hodinu s nizSie prezentovanym obsahom je vhodné zaradit' pri
vyuCbe tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnice | v 1.roéniku gymnazia (alebo v
kvinte osemro¢ného gymnazia), tiez v 2. ro€nika pri téme Funkcie, rovnice, nerovnice Il
(alebo v sexte), eventualne tiez na Cvi¢eniach z matematiky vo 4. roéniku alebo v
oktave pri téme Funkcie, viastnosti funkcii .

Riesené priklady

PrikLap 1.1

Maria si zaliala kdvu. Vtom jej zazvonil telefon a tak ju zabudla vypit. Teplota kavy T v
zavislosti na Case t sa menila podla udajov v tabulke:

Cas't 0 2 4 6 8 10 15 20 30 40 80 90
(min)
teplot |75 |66, |59, |53 |48 |44, |35 |29, |23 |18 |17, | 17,
aT 0 8 4 7 6 1 6 8 2 1 6 6

(°C)

a) Zostrojte graf funkcie!

b) Aku teplotu mala kava asi 72 minat po zaliati ?

c) Maria pije kavu najradSej pri teplote medzi 36°C a 43°C. V akom Case
od zaliatia ju ma vypit?

d) M6zeme z daného grafu vycitat, aka je teplota v miestnosti?

e) Urcite obor hodnét funkcie T{(t).

RIESENIE

Nakolko funkéna zavislost v tomto priklade je popisana tabulkou usporiadanych
dvojic, vyuzijeme pri tvorbe grafu Excel. Studenti konstruuju tabulku argumentov
funkcie a prisludnych funkénych hodnét. Tento proces im umoznuje lepSie postihnut
podstatu pojmu funkcie. Nasledne pouziju Sprievodcu grafom tabulkového procesoru
Excel. VSetky kroky, ktoré vedu k rieSeniu zadania su detailne popisané a zachytené
na obrazku 1.

aktivita zapis v excelovskom harku reprezentacia na obrazovke pocitaca
A B
vytvorenie | « Do stipca A - bunky 1 feslin)_gteplota
tabulky A2:A14 vkladame hodnoty | 3 2 665
nezavislej premennej "t" 4 4 598
- , 5 B 537
(Cas v min), = g frer
* Do stlpca B - bunky g 12 gg,g
B'2:I.314. viozime hodnoty 5 a 258
zavislej premennej T 10 30 232
(teplota v °C) 1 40 20,1
12 B0 18,1
13 80 17 6
14 50 17 F
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analyza grafu funkcie a Zavery:
rieSenie uloh b),c),d),e) b) (44,1 -35,6)/5 =1,7, teda po 12 minatach mala kava
teplotu priblizne 44,1-3,4 = 40,7
c) Méaria by mala vypit kavu nie skér ako 10 minat po
zaliati a najneskér 15 minat po zaliati
d) teplota v miestnosti bola priblizne 17,6°C
e) obor hodnét funkcie H(f) =<75; 17,6 >

Obr.1: Postup rieSenia v priklade 1.1

PrikLaAD 1.2

Zobrazeny graf prezentuje udaje pochadzajuce z prieskumu, ktory udava vztah medzi
poctom deti chodiacich do Skoly istym spésobom v istych dfioch tyzdna. Analyzujte graf
a odpovedzte na otazky:
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a) Oznacte vSetky tri funkcie a urcite ich defini€ny obor a obor hodnét, najvacsiu
a najmenSiu hodnotu kazdej z nich! Myslite si, Ze bolo vhodné pospajat body
grafu uUseckami?

b) V ktory den priSlo do 8koly najviac deti peSo a najmenej autom? Aké myslis,
Ze bolo v ten den poc¢asie?

c) Ktora forma dopravy pocas tyzdna vykazuje najmensie odchylky?

d) V piatok bolo nepritomnych 75 deti a 30 deti priSlo do Skoly na bicykli. Kolko
deti celkom navstevuje tuto Skolu?

e) Kolko deti priemerne prislo v uplynulom tyzdni do Skoly peSo, autobusom ¢i
autom?

RIESENIE

{

@!Této uloha je vhodna pre spoloénu aktivitu s vyuzitim dataprojektoru. Tento je
vitanou pomocou ba priam neodmyslitelnou su€astou hodiny vedenej v pocitaCove;j
uCebni, umozfiuje nam pruzne reagovat na otazky Studentov, podstatne skvalitnit
vyucbu.

Studentom dame najskor priestor pre samostatné uvaZovanie o rieseni. Nasledne
usmeriujeme vhodnymi otazkami heuristicku diskusiu.

V priklade diferencujeme tri funkcie, ktoré maju rovnaky defini¢ny obor (dni v
tyzdni). Obor funkénych hodndt je mnoZina prirodzenych &isel (polet deti), ktoré prisli v
dany den do skoly istym spésobom.

Ulohou $tudentov je pouzit matematicky jazyk a na priklade z kazdodennej praxe
identifikovat a spravne pouzit pojem argument funkcie, definicny obor a obor hodnét
funkcie. Uvedomit’ si, Ze ulohou funkcii je popisovat a vyjadrovat vztahy medzi dvoma
mnozinami udajov (premennych).

a) OznalCime postupne funkcie a(x) - funkciu vyjadrujucu zavislost poctu deti
prichadzajucich do Skoly v jednotlivé dni autom, b(x) - autobusom a p(x) pesi.
definicnym oborom vsSetkych troch funkcii je mnozina A = {pondelok, utorok, streda,
Stvrtok, piatok}.
max a(x)= 200, min a(x) = 40; H(a) ={ 75,50, 200,150,50}
max b(x) = 350, min b(x) = 300; H(b) = { 300,350,320}
max p(x) = 250, min p(x) = 100; H(p) = { 200,250,100}
b) V utorok priSlo do Skoly najviac deti peSo a najmenej autom; mbézeme teda
predpokladat, Zze bolo dobré pocasie.
¢) Funkéné hodnoty funkcie b(x) (dochadzka do Skoly autobusom) sa pohybuju v
rozpati intervalu <300, 350 >, teda vykazuje najmensSie odchylky.
d) Pocet deti v Skole: 50 +200 +350 + 45 = 645
e) peso:( 200+250+100+100+200)/5 = 850/5 = 170

autom: (80+ 40+200 + 140+ 50)/5 = 510/5 = 102

autobusom: (300+350+300+325+350)/5 = 1625/5 = 325
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PrikLap 1.3.

ParaSutista po zoskoku z lietadla isty ¢as pada volnym padom. Po istom Case otvara
padak. V nasledujucej tabulke su zaznamenané udaje o jeho pohybe:

t - Cas padania [s] 010, 111, 2 | 2 3 |3 4 |4, 5
5 5 5 5 5

s -prejdena draha [m] | 0 | 1 419 1 |25 |3 |42 |4 |49 |5

5 6 6 2

Zostroj graf funkcie a zistite z neho:
a) Kedy priblizne para8utista otvoril padak?
b) Aku najvacsiu rychlost paraSutista dosiahol?

RiESENIE

{

W Metodickym zamerom je dosiahnutie podobnych ciefov ako v predchadzajucom
priklade. Okrem toho sa Studenti na intuitivnej Urovni stretavaju v tejto tlohe s pojmom
monoténnost funkcie, prirastok argumentu &i funkénej hodnoty. Uloha je vhodna aj ako
propedeutické cvi€enie pri zoznamovani sa s pojmom derivacia funkcie.

Pri rieSeni vyuzijeme tabulkovy procesor Excel. Uvazujeme drahu s prejdenu
parasSutistom ako funkciu Casu t. Registrujeme, ze paraSutistu sa najskér priblizuje
k zemi so vzrastajucou rychlostou, ktora sa po 3 sekundach od zoskoku prudko
zmenSuje. Rychlost v padu parasutistu ur€ime ako podiel v = As/At. Obr.2
zaznamenava postup riedenia ulohy.

ginnost zapis v Exceli reprezentacia na obrazovke
vytvorenie |« do stipca A; buniek ts) |sm) |as At v =As/At
tabufky A2:A12 vlozime 0 0
hodnoty argumentu ¢
(8as) funkcie, 0.5 1 11 05 2
« do stipca B; buniek 1 4 3| 05 6
B2:B12 vlozime 1,5 9 5] 05 10
funkéné hodnoty t.j. 2 16 7 0,5 14
prejdenu drahu s, o5 o5 ol o5 18
+ stipec C; do bunky C3 ' '
oy . X 3 36 11| 05 22
vlozime prirastok drahy
= B3 - B2 a nasledne 59 -~ 665 _
prekopirujeme do 4 46 4] 05 8
buniek C4:C12, 45 49 3| o5 6
« stipec D; do bunky D3 sl s sl o5 5
vloZime prirastok ¢asu
5,5 55 3] 05 6

= A3-A2 a skopirujeme
do buniek D4:D12

« stipec E: do bunky E3
vlozime podiel
prirastku drahy a
zmeny €asu
=C3/D3 a
skopirujeme do
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Zavery:

Ziskany graf a tabulka nam poskytuju odpovede na obe otazky: najvacésiu rychlost
(pomer prirastku drahy As k prirastku ¢asu At ) dosiahol paraSutista v tretej sekunde
zoskoku; ato 22m/s a padak otvoril po 3 sekundach, nakolko prirastok drahy od
tohto momentu zacdina klesat’ az sa ustali na hodnote 3 m/s.

Obr.2: Postup rieSenia prikladu 1.3

PrikLap 1.4

Urcite defini¢né obory funkcii a vysledky overte pomocou kresli¢a grafov:
a)y=1/(x°-4x)
b) y = In(9-x?)

c)y=J(1-2x)+ \/(x+ 5)

RIESENIE

Klasicka uloha na urovania definicného oboru funkcie obohatena vdaka vyuzitiu
vhodného kresli¢a grafov o moznost "na vlastné oci" sa presvedcCit o priebehu kazdej z

vySetrovanych funkcii.

Studenti najskér algebraicky vypogitaju definiény obor funkcii, nasledne
vyuzijeme didakticky softvér Graphmatica na vizualizaciu grafov. Vedieme so
Studentmi diskusiu o priebehu funkcii v okoli "podozrivych" bodov. Maju moznost
vhimat, ako sa podmienky, o ktorych uvaZuju pocas urovania defini€cného oboru
funkcie prejavuji na jej grafe. Pocita¢ tak napomaha neformalnejSie chapanie
problematiky, otvara priestor pre rieSenie podstatne vacSieho mnozstva uloh a
autokontrolu Studenta.

=7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 2 3 4 5 6
-4

-2
-6




Zavery:
b) y = In(9-x?)

a)y=1/(x*-4x) 9-x>0 - 9>x* = XK 3
X-4x 20 = x.(x*-4) 20 = x2000 x 22 [] | D(f) = (-3, 3)
X Z-2;

D(f) = R-{-2,0,2}

¢)y =1~ 2x)+ J(x+5)

q (1-2x) 20 O(x+5) 20 = (122x) O
T~ (x2-5) « xs1/20x2-5

N D(f) =<-5,1/2 >

Obr.3: Graficka interpretacia rieSenia prikladu 1.4




