4 Kvadraticka funkcia

VyuCovanie témy kvadratické funkcie (v ramci tematického celku Funkcie,
rovnice a nerovnice 1), je v asovo-tematickom plane zaradené do 1. ro¢nika gymnazii
(kvinty), hned za linearnou funkciou. V ramci Casovej dotacie je mozné realizovat' 3
vyu€ovacie hodiny v pocitaCovej uCebni. Navrhovana inovacia vyu€ovacieho procesu
prostrednictvom pocitaCovych technolégii spociva v mnohonasobnej konkretizacii a
vizualizacii preberanych pojmov so zameranim na zd6raznenie ich vzajomnych
korelacii. Kym pri klasickom vyuCovani Casové obmedzenie neumozni dostato¢ne
preskimat kazdu z moznych modifikacii grafov, vhodny didakticky softvér tento priestor
ponuka.

Studentmi najlepsie zvladnutym ugivom v tejto oblasti je rieSenie kvadratickych
rovnic pomocou diskriminantu. Ovladanie algoritmu je Casto zarazajuco formalne a
izolované od dalSich s nim sudvisiacich pojmov. Beznym javom je, ze Student sice
spravne vypocita korene kvadratickej rovnice, ale nasledne nie je schopni pouzit tuto
informaciu pri urCovani rozkladu kvadratického troj¢lenka na sucin korenovych
Cinitefov, Ci pri rieSeni nerovnic. Uvedené aktivity maju za ciel odstranenie prave
takychto neporozumeni a prezentovanie suvislosti medzi pojmami v tejto oblasti.
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% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus
Kvadraticka funkcia a > 0; D(f) =R; a>o0 a <0; D(f) =R;

je kazda funkcia i b ] p

uréena predpisom H(f)=(c- a;‘” H(f)=(-o;c- ”

y = ax? +bx +c, kde _ 2
-rastie na b

a,b,clR; rastie na <' 0 ;- >

az0 <_ ﬂ.w > 4a
Grafom kazdej 4a’ a<o , :
kvadratickej funkcie |« _klesa na * klesana = 5%
je parabola (pripadne b’ « zhora ohraniéena;
jej Cast), ktorej os je <' 0 3= 4> EEuaE . r ; ’
rovnobeZna s osou y 4 ostre maximum

« zdola ohrani¢ena; v bode x = -b/2a

e ostré minimum
v bode x = -b/2a

Vrchol paraboly e akD>0; [J2
je dany dvojicou  priese¢nik grafu funkcie s osou y spologné body
bodov: je bod, pre ktory x = 0, teda [0,c] « ak D = 0; fjediny
0 b b’ * priesecnik grafu funkcie s osou x je spolo¢ny bod
24’ 4a bod, pre ktory plati y = 0; teda e ak D < 0; parabola
rieSenie rovnice ax? + bx+ ¢ =0 nepretina os x.

Ak a > 0 lezi cela nad
osou x, ak a <O0lezi
cela pod osou x
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Riesené priklady
PrikLaD 4.1

Pomocou didaktického softveru zostrojte vzdy niekolko grafov kvadratickych funkcii
Specifickych vlastnosti do jedného suradnicového systému. Pozorujte a analyzujte
ziskané grafy. Vysledky pozorovani zovSeobecnite. VSimajte si predovSetkym, aka
transformacia grafu funkcie y = x? nastala, vzhladom na poziciu vrchola paraboly,
vlastnosti funkcii. Vysledky pozorovani zapiSte do tabulky. Uvazujte nasledujiuce

pripady.
a)
e y=x?-4
e y=x*+ 0,3
o y=x?-1
e y=x*+3
[ ] y=X2
b)
o y=4x°
e y=05x*
e y=7Xx?
e y=0,05x?
c)
o y=-4x
[ ] y = - X2
e y=-x*+3
o y=-02¢-1
d)
[ ] y = X2
* yE(x-17
* y=(x-3f
© Y= (x+2)?
oy ety
e)
L[] y: X2
o y=2x?
o y=-2x°
. y=-2(x+d)
o y=-2(x+4)*+3
O]

Tato aktivita ma zlepSit schopnosti Studentov pri zostrojovani grafov
kvadratickych funkcii postupnou syntézou elementarnych operacii grafu funkcie y = x2
Schopnost rychlo a spravne nacrtnuat graf funkcie je vitana predovsetkym pri ulohach,
kde zobrazenie kvadratickej funkcie je iba parcialnym problémom (krokom) pri rieSeni
zlozZitejSej ulohy (vypoclet obsahu elementarnej oblasti ohrani€enej krivkami). Cvienie




je tiez nevyhnutné pre uspesné zvladnutie problematiky rieSenia kvadratickych nerovni,
kde je vyuzitie grafickej interpretacie velmi vhodnym prostriedkom (metédou). Studenti
pracuju najskdr so separovanymi modelmi. Cielom aktivit je, aby nasledne dospeli k
abstraktnym modelom a pochopili vyznam Upravy kvadratickej funkciu na tvar: y = a(x-
m)? +n?

Na zostrojenie grafov funkcii vyuzijeme program Graphmatica. Motivujeme
Studentov, aby sa snazili do vyslednej tabulky zapisat €o najviac informacii o
pozorovanych grafoch funkcii. Vo finalnej faze hodiny prezentuju Studenti svoje
vysledky pred spoluZiakmi, zddvodnuju ich. Pri prezentacii dbame na exaktné
matematické vyjadrovanie a primeranu argumentaciu.

RIESENIE
sada funkcii reprezentacia na zavery pozorovani
obrazovke pocitaca

o y=x**2-4 I/ » grafy funkcii poukazuju na

e y=x**2+0,3 : translaciu grafu f(x) =x?

o y=x*2-1 \\ / / f(x) - f(x) +n,

o y=X**2+3 AN\ pricom plati ...

. y=x**2 \/ ak n>0 parabola y = x* sa
posunie 0 "n" jednotiek smerom
nahor pozdiz osiy,

ak n<0 potom sa parabola
posunie o "n" jednotiek smerom
nadol pozdiz osiy
e parabola je obratena "nahor"
* vrchol paraboly je bod V = [0,n]
» vSetky funkcie su ohrani¢ené
zdola
) * f(x) - a.f(x)
© YyETXT2 » ak a>1 graf funkcie
o y=4XT2 natahujeme a krat pozdiz osi y
*  y=0,05"x""2 . ~\V/~ |+« Dparabola je obratena nahor,
* y=0,5"%*"2 * ak 0 <a <1, graf funkcie
stlatame pozdiz osi y
* vrchol paraboly je bod V=[0.0]
» funkcie su ohrani¢ené zdola
o y=-0,2x*"2-1 ) * f(x) - -f(x); a<0 spbsobuje, Ze
o y=-x"2+43 . parabola je obratena "nadol"
*  y=-4x™2 o graf funkcie f(x) je osovo
°*  y=-Xx**2 / \ sumerny s grafom funkcie -f(x)
podla osi y
: ’ \ « nasledne pouZieme pravidlo
posunutia a stlatania z
predchadzajucich prikladov,
« grafom je parabola s
maximom (ohrani¢ena zhora)




© y=(x+4)*2 ] s f(x) - f(x-m)

o y=(x+2)**2 : posunutie o vektor (translacia)
o y=(x-3)**2 d m > 0 - posunutie o "'m”
o y=(x-1)**2 jednotiek vpravo m < 0
o y=x**2 y posunutie o "m” jednotiek viavo

* vrchol paraboly V=[m,0]

» grafmi funkcii su paraboly
otvorené a otoené smerom
nahor

» funkcie s ohrani¢ené zdola

. =-2%(x+4)**2+ * postupne pouzijeme vsetky
3 operacie, s ktorymi sme sa
o y=x*2 stretli v predchadzajucich

ulohach; Cize syntézu
posunutia pozdiZ osi x o "m"
jednotiek, natiahnutia pozdiz
osi y, preklopenie vzhfadom na
0s x a nasledné posunutie
pozdiZ osi x 0 " n " jednotiek
dofava

e parabola, ktora je grafom
funkcie y=-2(x+4)?+3 ma vrchol
V=[-4,3]

* vzhladom na hodnotu a<0 je
otvorena a otoCena smerom
nadol

o y=-2x**2
o y=-2(x+4)**2

Obr.4.1:RieSenie prikladu 4.1

Posledny z uvedenych pripadov je pre nas z didaktického hladiska najzaujimavejsi a
najprinosnejSi. Doélezité je, aby Studenti samostatne identifikovali zovSeobecneny tvar
kvadratickej funkcie y = a(x-m)? + n a presveddili sa, Ze graf kazdej kvadratickej
funkcie y = ktord je  zapisana v tomto tvare mbézeme ziskat syntézou vysSie
naznaCenych operacii. Z tohto tvaru vieme indikovat vSetky dblezité charakteristiky
ako je: vrchol paraboly, jej orientacia, monoténnost, extrémy, ohranienost. Zmienena
Uprava kvadratického troj¢lena na Stvorec je nepostradatelnou kompetenciou kazdého
Studenta.(vyuzivana aj pri dalSich témach; neurcity integral, kuzelosecky)

PrikLAD 4.2

Narysujte grafy zadanych kvadratickych funkcii. Pre kazdu sadu funkcii vypocitajte
hodnotu diskriminantu D = b?+4ac a venuijte zvlastnu pozornost hodnote argumentu a.
Aka je suvislost medzi hodnotou diskriminantu a poctom  rieSeni prisituchajucej
kvadratickej rovnic, tvarom grafu funkcie y = f(x)? Zistené zavery zovieobecnite.

RIESENIE




ﬁm[

Cielom tejto aktivity je zd6raznit kontext medzi po¢tom rieSeni prisluchajuce;j
kvadratickej rovnice ax? + bx + ¢ = 0, tvarom grafu funkcie y = ax? + bx + ¢, hodnotou
diskriminantu D a koeficientu a. Postup rieSenia bude podobny ako v predchadzajucom
priklade. Pomocou didaktického softvéru EG velmi fahko ziskame priesecniky grafov

skumanych funkcii s osou x ( pouzijeme tlacidlo

#

). CviCenie je uzitotné pre

nasledné uUspesné rieSenie kvadratickych nerovnic. Vdaka vizualizacii jednotlivych
pripadov prispeje k neformalnemu  pochopeniu zmienenych suvislosti. Studenti
ziskavaju spravnu predmetnu predstavu jednotlivych pripadov diferencovanych podfa
hodnoty D a koeficientu a.
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sada funkcii

zavery a zov§eobecnenia

y=x
y=3x?-12x+ 12
y=5x*-10x + 5
y=0,2x>-1,2x+1,8

vizualizacia programom EG

yeaea12012

aaaaaaa

vypocet potvrdil, Ze vo
vSetkych uvedenych pripadoch
D =0,

koeficient a > 0,

parabola je otvorena "nahor",
existuje jeden dvojnasobny
koren prisluchajucej rovnice;
X1,2= (-b)/(2a),

vrchol paraboly V=[(-b)/(2a),0].

= -0,5%?
y=-0,25x%-x-1
y=-x*+10x-25

sssssss

vypocCet opat potvrdil, Ze vo
v8etkych uvedenych pripadoch
D =0,

koeficient a<0,

parabola je otvorena smerom
"nadol",

parabola sa dotyka vrcholom
osi x v bode (-b)/(2a),

existuje jeden dvojnasobny
koren prisluchajucej rovnice;
x1,2= (-b)/(2a),

vrchol paraboly V=[(-b)/(2a),0].

y = bx*+4x+6
y = 0,5x?+3x+1
y=-x?-x-6
y =-0,6x*-3x-8

vypocet potvrdil, Ze vo
v8etkych uvedenych pripadoch
D <0,

koeficient aliQ,

parabola nepretina os X,
prislichajuca kvadraticka
rovnica nema realne korene,
funk&né hodnoty su bud len
kladné alebo len zaporné Cisla
Ox 7 D(f)

y= x?-3x+2
y=3x?-4x -5
y=0,5x?+3x+1

vypocet potvrdil, Ze vo
vS8etkych uvedenych pripadoch
D >0,

koeficient a>0,

parabola je otvorena smerom
"nahor"; tzv. parabola s
minimom

parabola pretina os x v dvoch
bodoch (korefioch)
prisluchajucej kvadratickej
rovnice

y = -x?-5x
y = -3x?+5x -1
= -0,5x%-3x -1

vypocet potvrdil, Ze vo
v8etkych uvedenych pripadoch
D >0,

koeficient a<0,

parabola je otvorena smerom
"nadol"; tzv. parabola s
maximom,

parabola pretina os x v dvoch




Obr:4.2: RieSenie prikladu 4.2
PrikLAD 4.3.

Pomocou didaktického softveru Graphmatica nacrtnite niekofko grafov kvadratického
troj¢lenu s parametrom y = x?+ax. Analyzujte grafy vzhlfadom na hodnotu parametra a
(predovsetkym nulové body a suradnice vrchola paraboly). Zvlast uvazujte o pripade,
ak sa a=0.

RIESENIE

Dalsie dve Glohy maju za ciel umoznit $tudentom neformalnejsie pochopenie
problematiky kvadratickych rovnic a nerovnic s parametrom. Divergentné a
nestandardné ulohy, v ktorych sa vyskytuje parameter, patria k najmenej oblubenym
medzi Studentmi. Vhodny didakticky softvér ponuka Studentom konkretizaciu
abstraktnych objektov, umozni im hibSie vniknut do podstaty skumaného problému.
Pri rieSeni vyuZijeme schopnost programu Graphmatica vykreslit "rodinku

funkcii" - Graphing families of functions t.j. prezentovat automaticky hned niekolko
funkcii do jedného okna Graph. Staci, ak za predpis funkcie, v ktorom sa vyskytuje
parameter "a" 3pecifikujeme v zloZenej zatvorke rozsah intervalu, z ktorého bude
hodnota parametra vybrana a tiez krok (parameter nemusi byt iba Cislo prirodzené,
povolena je akékolvek racionalna hodnota a). Specifikdcia méa potom tvar: {a: start,
end, step}

Ako prvu alternativu sme vybrali kvadraticku funkciu typu y = ax?+bx; kde ¢= 0. S
rieSenim kvadratickych rovnic ax?+bx=0 $tudenti nemavaju vacsie problémy.

\¥

Zadali sme niekolko hodnét parametra Zadali sme tieZz niekolko hodnét parametra
a>0. a<o.
Program vykreslil sedem parabol. y= x**2+a*x {a: -6, 0, 1}.
y=x**2+a*x {a: 0, 6, 1} Opéat sme ziskali 7 grafov, vdaka ktorym [lahko
a=1,0(1) zovSeobecnime a
a=20(2) nasledne algebraicky potvrdime
a=30(3) Zéavery:
a=4,0(1) 1. nulové body six=0ax=-a
Z - gg gj 2. vrchol paraboly V= [-a/2;-(a%/4)]

3. v pripade a=0 V= [0,0], nulovy bod x=0

Obr.4.3:RieSenie prikladu.4 3

PrikLAD 4.4



http://gss.sd42.ca/images/pagemaster/math_professor_algebra.gif.jpg

Pomocou didaktického softveru Graphmatica nacrtnite niekofko grafov kvadratického
trojClenu s parametrom a:

a)y =ax?+4x

b)y =x?4x +a

Analyzujte grafy vzhfadom na hodnotu parametra a. Urc€ite nulové body a vrcholy
prislusnych parabol. ZovSeobecnite ziskané vysledky.

RIESENIE
Opét vyuzivame Graphing families of functions. Problém vizualizujeme. Uloha

demonstruje vplyv hodnoty koeficientov a, b, ¢ v zapise kvadratickej funkcie na jej graf,
jeho polohu v suradnicovom systéme a vlastnosti.

a) Pri zadani hodnét parametru a z intervalu

a) y =ax?+4x; {a: 0.2, 3, 0.3} <0,2 ;3> s krokom 0,3 zapisom f{a: 0.2, 3, 0.3} sme
ziskali graficku interpretaciu. Kresli¢ grafov pouzijeme
aj na urCenie nulovych bodov a vrcholov parabol

- (vyuzivame trasovanie funkcii). Ziskané vysledky si
Studenti zapisuju do tabulky, nasledne rieSia ulohy
: algebraicky. Kontroluju svoje vysledky. V pripade
nezhody maju moznost samokontroly.
. g Vysledky pre niekolko hodnét parametra a:
i ’ ‘ ° a 74 X X
[ 1 2
a=0, V=[4,-8 0 -
. 5 8
a=0, V=[25-5 0 -
8 ] 5
- a=2  V=[-1,2] 0 -
. 2 Algebraicky sme ziskali
tieto vysledky:
ax’+4x=0 = x(ax+4) =0 -
Zavery:

Nulové body: x = 0 alebo x = -4/a
Vrchol paraboly: ax?+4x=
2

2
=agx2+ 4 - aHHx+ 2f - iH= a@x+ 2p. 4

a [ DD af] aZD all a

V = [-2/a;-4/a]

a) y = ax? + 4x; {a: -6, 3, 1}, Aby sme zohladnili vSetky modifikacie problému
vlozime do kresli¢a grafov eSte zapis y=a*x**2+4x
{a: -6, 3, 1}, zohladriujuci aj zaporné hodnoty
parametra a, o ktorych sme v predchadzajucom
obrazku neuvazovali.

Zaver:

ak a<0 parabola je obratena a otvorena nadol,

ak a>0 parabola je otvorena nahor

ak a =0 grafom je priamka; dostali sme totiZ linearnu
funkciu y = 4x

Vsetky vzorce uvedené vyssie pre vrchol paraboly
a jej nulové body platia aj v tomto pripade.




b) V tejto Casti ulohy motivujeme a podnecujeme

b) y = x? 4x + a; {a: -6, 6, 0.5}. Studentov otazkami typu: Aky je rozdiel medzi

grafickou interpretaciou v pripade a) a b). Najdite ¢o

najviac odli§nosti! Co ich spdsobilo?

Pre hodnoty parametra a zadame interval tak, aby

zahffal kladné, zaporné aj racionalne cisla:

y = x**2+4x+a {a: -6, 6, 0.5}.

Zavery:

a) paraboly maju zhodny tvar (otoCenie, natiahnitie)
€o spbsobila zhoda v koeficiente a,

b) vrchol parabol ma x-ovd suradnicu vo vSetkych
pripadoch rovna -2

c¢) doplnenim na Stvorec a uréime suradnice vrchola
V=[-2; (a-4)]

d) priese&niky grafov s osou x uréime pomocou
diskriminantu:

X1 =-24J4- ¢q
x2=-2- \J4- g

Mbézeme opat diskutovat o ich podte vzhladom na
hodnotu parametra a.

Obr.4.4:RieSenie prikladu.4.4
PrikLAD 4.5

Po nevydarenom Starte spadla balisticka raketa na zem. Podla udajov v Ciernej skrinke
boli parametre letu rakety nasledovné: funkcia vyjadrujuca zavislost' vysky h rakety (v
m) od Casu t (v sekundach), ktory uplynul od jej Startu je dana predpisom: h(t) =
480t-16t*

Do akej maximalnej vySky raketa vyletela?

RIESENIE

Uloha z reélneho Zivota - ma motivaénu funkciu. VyZadujeme od $tudentov
najskoér algebraické rieSenie - zdéraznime existenciu extrému kvadratickej funkcie v jej
vrchole. Pouzijeme didakticky softvér EG, a jeho schopnosti urCit extrémy funkcii na
kontrolu ziskanych vysledkov. Pri jeho pouZiti najskér aktivujeme okno Range a
modifikujeme rozsahy na suradnicovych osiach.

480t-16t°= -16(1>-30t) =-16[(t-15)?-225] = -16(t-15)?+3600 [J
vrchol paraboly ma suradnice: V=[15,3600]




parabola je oto¢ena a otvorena smerom nadol, vo vrchole ma svoje MAXIMUM.
Zaver: Raketa vyletela do maximalnej vysky 3600 metrov.
Program EG umozni nasledovnu vizualizaciu:

) (T
an ¥

3l
@
=% |31k

s I NEEEEE =B
= IEEHEBHEHE

(]
]
%]

= 480+164°2
avimum: Ymaw=3600 for x = 15

S

Obr.4.5: Draha balistickej rakety

PrikLAD 4.6

Pre aké hodnoty parametra m maju grafy funkcii :

a) (1) y= (x-1)p+2
(2) 2x-y+m+1=0

b) (1) y= (x-1)+1
(2) y+2mx-1=0

spolocny aspon jeden bod? Aky je geometricky vyznam tychto uloh?

RIESENIE

ﬁ Tento priklad vhodne syntetizuje vedomosti Studentov z oblasti linearnej ale
tiez kvadratickej funkcie. Je zaujimavé, Ze hoci Studenti (asi 10%) dokazu na vypocCet
ulohy celkom uspes$ne pouzit klasicky rieSitel'sky postup pre sustavy nelinearnych
rovnic, nevedia postihnut jej geometricky vyznam. To nasvedCuje na znacCny
formalizmus pri jej rieSeni. Tento odstranime vdaka vyuZitiu didaktického softvéru.
KedZe vacsina Studentov si s ulohou "nevie rady", vedieme s nimi najskér diskusiu,
poCas ktorej v zadani spravne identifikuju predpis kvadratickej funkcie a mnozinu
linearnych funkcii. Pochopia tiez, Ze rieSit Ulohu znamena ur€it taki hodnotu parametra
m, pre ktory bude priamka y = 2x + m + 1 doty¢nicou k parabole y = (x-1)?+ 2.

VyuzZijeme program Graphmatica na vykreslenie mnozZiny priamok 2x -y +m
+ 1 =0 aparaboly y = (x-1)? + 2. Ziskame tak graficky model ulohy. Tento pdsobi ako
katalyzator matematického myslenia. Vacsina Studentov prave vdaka nemu pochopi, Ze
treba najst dotykovy bod paraboly s jednou z rovnobeznych priamok. Nasleduje
analytické rieSenie kvadratickej rovnice vzhladom na parameter m.
Klasicky postup rieSenia ulohy a):
Z linedrnej rovnice (2) vyjadrime y = 2x+ m+1 a dosadime do (1); dostaneme

(x - 1)? +2 = 2x +m +1 po Uprave
(3) x*-4x+2-m=0
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Dana sustava ma prave jedno rieSenie vtedy a len vtedy, ked ma jedno rieSenie rovnica
(1.
To nastane len v pripade, Ze diskriminant D =(-4)? -4 (2-m) je rovny nule.
Teda: 16-8+4m =0
m=-2
Pre m = -2 dostdvame rovnicu: x*-4x+4=0 -« x=2a nasledne y=3.

Zadanie b) je modifikaciou pripadu a). Skér ako pristupime k jeho rieSeniu,
realizujeme diskusiu o tom, o maju obe ulohy spolo¢né a v ¢om sa odliSuju. Kfu€om k
spravnej odpovedi je opat geometricka interpretacia. Kym v Ulohe a) sa stretdme s
mnozinou rovnobeznych priamok (v predpise y= ax+b linearnej funkcie bol koeficient a
= 2 konstantny a koeficient b = m+1 sa menil), v ulohe b) mame zvazok priamok
prechadzajuci bodom X]0, 1] (koeficient a =-2m sa meni, b = 1 je konStantny).

Na obrazku 4.4.6 vidime vystup (graficky model ulohy) ziskany programom
Graphmatica.

Zaver: Zaver:

Pre m = -2 dostavame rovnicu: Existuju dve doty€nice ku grafu paraboly
X?-4x+4=0 - x=2a nasledne y=3. |y= (x-1)*+1

Vysledkom je jediny dotykovy bod : T[1,2] teda musia existovat dve rézne hodnoty
parametra m, pre ktoré ma uloha prave
jedno riesenie.

RieSime kvadraticku rovnicu:

X2 + x(2m-2)+1 =0

Vyhovuju  parametre m=0 a m,=2 a
vysledkom su dotykové body:

T,[1, 1] a T,[-1, 5].

Obr.4.6: Graficky model ulohy 4.6
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