18 Derivacia funkcie

ﬁ" Metodicky zamer

Derivacia funkcie sa prebera vo Stvrtom roéniku gymnéazia (oktave) v ramci
Uvodu do infinitezimélneho podtu. Problematika je mimoriadne vhodna na vyucovanie
pomocou pocitatovych technolégii, predovSetkym pomocou Excelu a EG. Pochopenie
vzajomnych suvislosti medzi smernicou doty€nice ku grafu funkcie f(x) v bode x, a
derivaciou funkcie f(x) v tomto bode, ktoru Studenti sami "objavuju" pri realizacii prvej
aktivity je velkym prinosom k neformalnemu pochopeniu problematiky.

V tejto kapitole predstavime niekolko vhodnych aktivit zameranych na inovaciu
vyu€ovania derivacie funkcie. Pouzijeme stratégiu experimentovania a nasledného
overovania hypotéz prostrednictvom didaktickiho softvéru. Studentov "vtiahneme" do
procesu objasnovania tohto tak zavazného a zaujimavého matematického pojmu.
UmozZnime im na zaklade vlastnych zisteni a pozorovani formulovat vdeobecne platné
tvrdenia.
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Hovorime, Ze funkcia f(x) ma v bode
Xo[ID(f) derivaciu,ak je definovana v
okoli bodu x, a existuje limita

f()- f(x,)

xX- X,

lim

X- X,

Tato limitu nazyvame derivaciou funkcie f v
bode x, a oznaCujeme ju f(xo).

fx)- fx)
xX- X, -

tak existuje doty€nica ku grafu funkcie y

= f(x) v bode (xo,f(x0)).

Funkcia f méa v bode xo derivaciu f'(xo)

prave vtedy, ak ma v bode x, derivaciu

zlava aj derivaciu sprava a plati:

f’.( Xo) = f’+(Xo).

Ak existuje lim

X4 X,

0 R;

Ak funkcia f ma v bode x, derivaciu,
potom je v tomto bode spoijita.

Hovorime, ze funkcia f(x) ma v bode
XoJ R derivaciu zlava, ak je definovana v
istom lavom okoli bodu x, a existuje

f(x)- f(x,)
X

x-

limita lim

X4 Xg-

;resp. derivaciu
0
sprava, ak je definovana v istom pravom

okoli bodu Xo a existuje
. S(x)- f(x,)

lim .

X- Xyt X - x0

Tieto limity nazyvame derivaciou zfava
(resp. sprava) funkcie f v bode Xo.

AxTivita 18.1

V tejto aktivite vyuZijeme poznatok o najlepSej linearnej

aproximacii funkcie f(x)

polynédmom 1. stupfia pomocou diferencialu v okoli zvoleného bodu xo.

Studenti vykonaju postupne tieto &innosti:
1. Narysujte graf funkcie y = x> +2x.

2. Zostrojte dotyCnicu ku grafu funkcie v bode X =[Xo, Yo] ; X 0= 1
3. Zapiste jej smernicu k = .

4. Zvéacsite graf v okoli bodu x, =1.
5. Ziskajte tabulku hodnét funkcie v blizkom okoli bodu xo= 1.
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6. Ako sa javi graf funkcie po viacnasobnom zvédéseni v okoli bodu xo= 1?
7. Zvolte bod 'Y = [x41,y1] v blizkom okoli bodu x,=1.

q: Y1~ Yo
8. Vypoditajte hodnotu Y17 %o
9. Porovnajte vysledky ziskané v (3) a (8)!

Program Graphmatica poskytol tieto vysledky:

xi f(x)=y: 7
06 1416 : '
0,7 1,743

08 2,112 .

0,9 2,529

1,0 3,0 -

1,1 3,531 2

1,2 4,128 15

1,3 4,797

14 5544 ;

15 6,375 vl

o Ziver T
Tangent of:
Y=XFX*X+2*X

x=1,001, y=3,007, slope =5,0032

tangent line: y = 5x - 2

Obr.18.1: Dotyénica ku grafu funkcie y=x*+2x v bode x=1

Inovacia vyucovacieho procesu

Cielom cviCenia je vyzdvihnut fakt, Ze pri dostatoénom zvacseni grafu f(x) v
okoli bodu x, =1 jeho zakrivenie "mizne ", graf prechadza do linearnej funkcie. Vyuzijuc
tabulku hodnét funkcie si Studenti zvolia bod Y = [x4, y4] z blizkeho okolia bodu x
by _yi- o

ky =
Ax  x1- X

a vypocitaju smernicu priamky uréenej bodmi X a Y: :
Tuto nasledne porovnaju so smernicou dotyénice ku grafu funkcie v bode x, = 1

ziskanou pouzitim tlacidla \Ll

Diskusia so Studentmi sa upriami na analyzu otazok: Pre€o nie su ziskané
vysledky zhodné u vSetkych $tudentov? Co spdsobilo zistené diferencie? Ku akej
hodnote sa napriek istej odchylke blizia vSetky vysledky? Koho vysledok sa najmene;j
liSi od hodnoty smernice doty¢nice ku grafu funkcie f(x) v bode x = 1?

SnaZime sa Studentov priviest na mySlienku limitného prechodu; "ak sa x; bliZi k
Xo potom sa ziskané k; priblizuje ku hodnote k", aby tak lepSie pochopili, pre¢o je
derivacia f(x) v bode x, definovana ako limita podielu (7).

Vyzveme ich tiez, aby sa pokusili objasnit vyznam a funkciu Cisla "k" vzhladom
k funkcii f(x). Uvahy smerujeme k vysloveniu poznatku: &islo "k” vyjadruje kvantitativnu
zmenu (mieru zmeny) funkcie f(x), vzhladom na jednotkovu zmenu argumentu funkcie
f(x) v okoli bodu x,. Prezentujeme takto nielen geometricky vyznam derivacie funkcie,
ale tieZ jej kardinalny zmysel. Pochopenie tohto jej vyznamu je rozhodujuce pri rieSeni
aplikaénych prikladov z praxe. (Casto ide o Ulohy zamerané na skimanie rastu Ci




poklesu istych ukazovatelov, teda zmien funkénych hodnét funkcii, pripadajicich na istu
jednotku argumentu).

o Zaver:

Derivaciu funkcie f(x) v danom bode x, ur€ime ako limitu podielu:
. St A - f(x,)
lim

(1)8 Bx

AkTiviTA 18.2

Vysledok (k=5) ziskany pri predchadzajicom experimente overime  vypoctom, ktory
realizujeme v Exceli. Vytvorime tabulku, vdaka ktorej urCime s velmi dobrou
presnostou limitu podielu (1). Pri jej tvorbe Studenti zadaju vSetky poZadované
parametre pre vypocet podielu (1), ¢o je mozné iba vtedy, ak definicii derivacie funkcie
skuto¢ne rozumeju. Pracuju v tychto krokoch:

* Do buniek A1, B1, C1 vlozime zahlavie | AX fx+Ax)f(x) (Fx+Ax)-f(x))/Ax
, 0.1 0.531 5.31
tabulky (postupne Ax, f(xo+Ax)-f(xo), 5050357655 51555
(f(xo+Ax)-f(x0))/ Ax). 0.025 0.12689063 5.075625
Do bunky A2 vloZime poé&iatoénu hodnotu 0.0125] 0.0629707 5.03765625
_ iy . 0.00625 0.03136743 5.018789063
Ax = 0,1. Vyuzivame funkciu Excelu Rady | 5003125 0.01565433 5.009384766
do buniek A3 - A20 vloZime postupne 0.001563 0.00781983 5.004689941
¢leny geometrického radu pre: a; =0,7 a 0.000781  0.00390808 5.00234436
=05 0.000391 0.00195358 5.001172028
q=0o. o ] 0.000195 0.00097668 5.000585976
V bunke B2 zadefinujeme potrebnu 9.77E-05 0.00048831 5.000292978
funkciu v tvare = f(XO +A2)-f(x0) nasledne 4.88E-05 0.00024415 5.000146487
- : 2.44E-05 0.00012207 5.000073243
skopirujeme do va’mlek B3 !320' 1.22E-05 6.1036E-05 5.000036621
Do bunky C2 vloZime funkciu v tvare = 6.1E-06/ 3.0518E-05 5.000018311
B2/A2, skopirujeme do buniek C3 - C20. 3.05E-06] 1.5259E-05 5.000009155
(oA (13 o v i 1.53E-06 7.6294E-06 5.000004578
\% to.mto stlpci uz ziskame vysledok; limitu = 53E 07T 3 5T97E D8 = 000002289
podielu (1). 3.81E-07 1.9073E-06 5.000001143
1.91E-07 9.5367E-07 5.000000573
9.54E-08| 4.7684E-07 5.000000289
4.77E-08 2.3842E-07 5.000000149

Obr.18.2: Vypocet derivéacie funkcie f(x) v Exceli

Takto vytvorena tabulka je flexibilna, mézeme modifikovat predpis funkcie alebo

prirastok argumentu a tak ju vyuZzit na demonstraciu réznych verzii ulohy. M6zeme tiez
pohotovo poukazat na fakt, Ze &im vacsi prirastok Ax volime, tym je vypoCet menej
presny. Ziskanu tabulku mézeme pouzit’ aj pri aktivite 4.16.3, tu v8ak treba pracovat s
jednostrannymi limitami, ktorych pochopenie je vdaka takémuto didaktickému postupu
omnoho lepSie.

Axtivita 18.3

Tymto cviCenim chceme dosiahnut, aby Studenti dokazali korektne odpovedat na
otazku.: Je kazda funkcia diferencovatelna vo vsetkych svojich argumentoch?




Studenti riesia nasledujuce Ulohy:
Narysujte postupne grafy funkcii: y: = x*, y» = x?3, y3 = x|, y« = [cosx |
Pouzite ,zoom*“ a urcite body, v ktorych nie je mozné funkcie "linearizovat”, teda

1.
2.

3.

4.

aproximovat’ linearnou funkciou.

Rozhodnite, ¢&i plati tvrdenie: Ak je funkcia f(x) spojita na svojom D(f) potom je

na riom aj diferencovatelna.

Plati opacné tvrdenie? Ak je funkcia v bode x diferencovatelna, potom je v riom

aj spojita?

Postupne boli programom Graphmatica a EG vykreslené grafy funkcii a ich derivacii:

=

,,,,,,,,

Funkciu nie je mozné linearizovat' v
okoli bodu x=0; v tomto bode
neexistuje vlastna derivacia funkcie

y= x

Funkciu nie je mozné linearizovat’ v okoli
bodu x=0; v tomto bode neexistuje

derivacia funkcie y= 3/ x?

Tt 3 & 5 % 7

Funkciu nie je mozné linearizovat v
okoli bodu x=0; v tomto bode
neexistuje derivacia funkcie y= x 0

Funkciu nie je mozné linearizovat' v okoli
bodu x=(2k+1).772; \V tychto bodoch
neexistuje derivacia funkcie y= [¢osx [

Obr.18.3: Grafy funkcii a ich derivacii

PocCas experimentu sa Studenti presvedCili, Ze nie vSetky funkciu sme schopni
"linearizovat™ v okoli vSetkych argumentov, nie su teda diferencovatelné vo vSetkych
svojich argumentoch a prisli k zaveru:
Diferencovatel'nost’ funkcie implikuje jej spojitost’ a nie naopak.

AkTivita 18.4




V tomto cvieni sa Studenti presvedCia o platnosti niektorych vzorcov pre derivaciu
elementarnych funkcii. VyuZijeme opat Excel na postupné simulovanie a vypocet
derivacie funkcie "bod po bode" podla vzorca (1). Premenna x, vo vzorci (1) sa bude
postupne menit (v zavislosti na intervale, na ktorom chceme derivaciu ziskat) a
prirastok Ax bude kons$tantny; Ax=0,1. Studenti mézu pozorovat, Ze vysledkom je
opat funkcia premennej x.

Studenti dostanu nasledujuce zadanie:

Vychadzajuc z definicie derivacie funkcie vytvorte v Exceli numericky model ktory
potvrdi, Ze derivaciou funkcie y=sin(x) je funkcia y’'= cos(x). Pracujte na intervale x[J
<0,2mr>.

* Do buniek A1, B1, C1 vlozime
zahlavie tabulky  (postupne X, Derivacia funkcie y=sin(x)
f(xo+Ax)-f(xa), (f(Xo+Ax)-f(x0))/ AX). 15

* Volime A4x=0,1 konstantné 1

» Do bunky A2 vloZime pociato¢nu .
hodnotu x, = 0. Vyuzivame funkciu 05 e
Excelu Rady do buniek A3 - A20 0o+—"
vlozime postupne rézne hodnoty
argumentu funkcie x/7<0; 6,28 >;
Al+0,1. -1 g

* V bunke B2 zadefinujeme rozdiel v 15
tvare = sin(xo + 0,1)-sin(xo) nasledne
skopirujeme do buniek B3 -B20. i ) ) . )

+ Do bunky C2 viozime funkciu v tvare | * Zaver: lekar?y’ g,faf potyrdzup Zhamy
= B2/0,1: skopirujeme do buniek C3 vz,orec pre derivaciu funkcie y=sin(x); t.j
- C20. V tomto stipci uz ziskavame y =cos(x)
pozadované vysledky; derivaciu
funkcie sin(x) v bode x

e Zostrojime bodovy graf

Obr.18.4: Numericky model derivacie funkcie y =sin(x)

Takto vytvorena tabulka je flexibilng, opat mézeme modifikovat predpis funkcie
a vyuzit' ju na demonstraciu vzorcov dalSich funkcii. Cvi€enie je velkym prinosom k
neformalnemu pochopeniu problematiky derivacie funkcie.

AxkTivita 18.5

Posledné dve aktivity maju za ciel priblizit preberand problematiku na ulohe z
kazdodenného Zivota. Studenti podla zadanych bodov analyzuju graf funkcie, uvazuiju
o jej definicnom obore a obore funkénych hodnét, derivacii funkcie v kontexte realneho
problému. Ulohy maju predovéetkym motivaény vyznam.

Pri pohybe krvi v organizme zo srdca cez artérie az ku kapilaram a spét, systolicky

2
+
tlak spojite klesa, ¢o vyjadruje funkcia: P = u kde P je tlak v milimetroch

t*+1
ortutového stlpca a t je &as v sekundéach. Aké je miera zmeny tlaku krvi v cievach po
piatich sekundach ako krv opusti srdce?
Pri rieSeni ulohy realizujte tieto kroky:




Programom Graphmatica vytvorte graf funkcie P(t).
Zostrojte dotyénicu ku grafu funkcie v bode t = 5.
Zapiste si velkost jej smernice k =

Viypoditajte analyticky 1. derivaciu funkcie P (t)!
Dosadenim do P’(t) za t = 5 ziskajte hodnotu P’(5)!
Narysujte derivaciu funkcie P(t)

Zistite z grafu hodnotu P (5)!

Porovnajte vysledky ziskané v krokoch (3), (5), (7)!

PN RWLNMA

Program Graphmatica ponukol takéto  grafické a numerické vystupy. NavySe
"vypocital" prva derivaciu analyticky a ponukol tak Studentom moZnost overit si
spravnost svojho vypoctu. MéZzeme ho teda pouzivat' aj ako spatnu vazbu pre Studentov
pri vypocte derivacie funkcie (potrebné je len poznat syntax).

Tangent of:
y=(25x*x+125)/(x*x+1)
x=5,0; y=28,8 slope=-1,4783

e ———— Tangent line: y = -1,48x + 36,24
Equation(s):
y=((1 + x*x)*(25*x + 25*x) - (125 +
25"x*x)*(x + x))/((1 + x*x)*2) " deriv. of
y=(25x*x+125)/(x*x+1)

e Zaver:
Vysledkom vypoctu je teda Cislo k = -1,48 mm/sec. Odpoved znie: Ak krv opustila
srdce pred piatimi sekundami, taktlak v cievach v tejto chvili klesa rychlostou
1, 48mm/s.

Obr.18.5.Zavislost tlaku P v organizme Cloveka na ¢ase t

AxkTivita 18.6

Koncentracia lieku v krvnom obehu.

Pacientovi je podany isty liek. Model zachytavajuci koncentraciu lieku v organizme pacienta
pocas dvoch hodin od jeho podania vyjadruje funkcia:

C = 0,29483t + 0,04253t - 0,00035t°

Kde 0 <t < 120; C je koncentracia latky v miligramoch a t je ¢as v minutach.

Studenti s vyzvani realizovat tieto ¢innosti:
1. Pomocou programu Graphmatica zostrojte graf funkcie C(t).
2. Aké hodnoty nadobudaju koncentracie lieku v organizme po 20-tich minutach
a po 100 mindtach?
3. Urcte obor hodnét funkcie C(t) pre t[J<0,120>.
4. Zostrojte graf C'(1).




5. Kedy je koncentracia lieku v organizme najvyssia?

6. Aku hodnotu vtedy nadobuda C'(t)?

7. Urcte hodnotu t, pre ktory plati C'(t) = 0!

8. Aku hodnotu nadobuda funkcia C v tomto bode?

9. Po akom case treba podat dalSiu davku lieku, ak jeho koncentracia v organizme
nesmie klesnut’ pod 100mg?

10. Identifikujte, pre ktoré hodnoty t plati; C’(t) >0?

11. Identifikujte hodnoty t, pre ktoré C'(t) < 0?

12. Vypocitajte algebraicky hodnotu t, pre ktort plati C’(t) =0

13. Porovnajte vysledky ziskané v bode (5) a (7)!

14. Zostrojte dotycnicu ku grafu funkcie C(t) v bode t; = 60!

15. Zostrojte dotyCnicu ku grafu funkcie C(t) v bode t,= 101!

16. Co méZete povedat o znamienku smernic tychto dotycnic?

17. Porovnajte znamienka smernic dotycnic v bodoch t;, t: so znamienkom C’(t;)!

iHJ

Vidime, Z2e pri rieSeni tohto prikladu ma mimoriadny vyznam vyuZitie
didaktického softvéru na vypocet extrému funkcie (vzhfadom na vyjadrenie prislusnej
funkcie); vypoCet bez pouzitia pocitata &i kalkulatky by bol prili§ pracny. Ur€enie
intervalov monotonnosti si vyzaduje istu zru¢nost a hlavne dobré poznanie prace
s prislusnym softvérom. Vysledky je mozné ziskat az po ,nazoomovani“ zakladného
grafu. Je Zziaduci matematicky nadhlad nad problematikou. PrisluSny softver pri prvom
spusteni nevyznaci vSetky tri korene polyndmu, ani bod extrému funkcie, (potrebna je
vedomost' o pocte realnych korefiov polynému).

Zavery:

. C(20) =20,3

3.H(C)=<0;117,4>

5. Koncentracia lieku je najvysSia, ak t = 84,33 min
6.C(84,33) =0
7
8

N

. C’(t) = 0 prave vtedy, ak t= 0 alebo {=84,33min

. Funkcia C(t) nadobuda v tychto bodoch hodnotu 0 alebo 84,33min
9. Dal$iu davku lieku treba podat priblizne po 102 mindtach, ak nechceme, aby
koncentracia lieku klesla pod 100mg.
10. C’(t) >0 prave vtedy, ak t[](0; 84,33).
14. dotyCnica v bode t= 60 ma rovnicu y= 0,62x-188; dotyCnica v bode =107 ma rovnicu
dotyc€nice y=-1,6x+264

Po nazoomovani sme ziskali takyto graf funkcie a jej derivacie:
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Obr.18.6: Koncentracia lieku v krvnom obehu




