7 Mocninové funkcie

Metodicky zamer

Mocninové funkcie su zaradené do vyucovania matematiky v 2. roéniku (sexte)
gymnazia, Vv uzkej suvislosti s u€ivom o mocninach (Vyrazy s mocninami a
odmocninami), v ramci tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnice Il. UCivu nie je
venovany dostato¢ny Casovy priestor; predovSetkym registrujeme absenciu zaclenenia
tohto pojmu do globalnej poznatkovej Struktury Studenta o funkciach.

Skusenosti u vysokoSkolakov potvrdzuji, Ze temer Ziaden z nich si pojem
Mocninové funkcie nespaja s nizSie uvedenymi Specialnymi typmi funkcii. Tento
nedostatok v hierarchizacii réznych typov funkcii navrhujeme eliminovat praktickym
cvicenim zameranym na zistovanie vlastnosti réznych typov mocninovych funkcii,
Cerpajuc pritom z vizualnych modelov, ziskanych programom EG. Zvlastnu pozornost
venujeme mocninovym funkciam typu y =x ay =4[y aich definicnym oborom.
Pripravime si tak pddu pre neformalnejSie alepSie pochopenie problematiky
iracionalnych rovnic a nerovnic, ktoré patria k najproblémovejSiemu udivu. Student,
ktory ziska dostatoCnu predstavu o odmocninovej funkcii je kompetentnejSi pri zvladani
zmienenych tém.

Uvadzame dve aktivity, prva je zamerana na ziskanie a upevnenie si prehladu o
réznych typoch mocninovych funkcii a ich vlastnostiach. Druha bude venovana
Specialne polynomickej funkcii.
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Mocninova funkcia je kazda funkcia urena predpisom y = x", kde xR, nTJ0.
Specialne pripady mocninovej funkcie:

* n =-1nepriama umernost (linearna lomena funkcia)

* n =0 konstantna funkcia

* n =1 linearna funkcia

e n =2 kvadraticka funkcia

* n =3 kubicka funkcia

* polynomické funkcie typu: Pu(x) = anX"+a,-X""+a,x"*+ ... +a;x+ao, kde

nCN, akdR
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D) =R D(f) = R; D(f) = R-{0} D(f) = R-{0} | k=2m,; D(f)=(0,()
Hf) =<0, () H(f) = R; H(f) =<0, 1) H(f) =R - {0} | H(H=(0,1),

rastie na <0, J)

rastuca na D(f);

rastie na(-11,0 >

klesa na < 0,11)

rastuca na (0,01);

klesa na (-11,0 > nie je kleséna <0, 1) | klesana (-1,0 | zdola
zdola ohraniéena; zdola > ohraniéena;
ohranicena; nema extrémy; ohraniéena nie je k=2m+1:
ostré mninmum neparna nema extrémy ohrani¢ena; D(f)=R, H(f) =R,
vbode x=0 parna nemé extrémy; | rastuca _na R,
parna nepérna neohranicena,

nema extrémy,
neparna

Polynomické funkcia (PF): Pn(X) = anx"+an-1X""+an2x"?+ ... +a:x+ao, kde n[N, ax[J R

n je stupen PF a ax st koeficienty PF.

* PF je definovana a spoijita na R.

* Ak je nparne a a,>0; PF n-tého stupna je ohrani€ena iba zdola (ma globalne minimum);
* Akje nparne a a, < 0; PF n-tého stupna je ohrani€ena iba zhora (ma globalne maximum
* Ak je nneparne; PF n-tého stupha nie je ohrani€ena ani zdola ani zhora

Pre kazdu PF plati: Existuju x1,x. [J R také, ze
1. na intervale < x4,x. > je PF ohrani¢ena

2. naintervaloch (-co, X1 > a <x,, o) je neohrani¢ena a monoténna
Kazda PF ma taky usek definicného oboru <x;,x.> , na ktorom prebehnu vSetky zmeny
monotonnosti a na ktorom nadobuda vSetky lokalne extrémy.

Riesené priklady

PrikLAD 7.1

Nactrnite grafy mocninovych funkcii pre $pecificki hodnotu exponentov (prirodzeny,
parny prirodzeny, neparny prirodzeny, cely) vzdy do jedného obrazku a rozhodnite
o vlastnostiach tychto mocninovych funkcii:

a) exponent prirodzeny — parny
b) exponent prirodzeny neparny
c) exponent cely zaporny, cely parny
d) exponent cely zaporny parny

e) racionalny kladny exponent typu 1/(2k)

RIESENIE




*  Funkcia je parna
* Funkcia je zdola ohrani¢ena

* Yy * D) =R H) =R

*  Funkcia ma jeden nulovy bod [0,0]

*  Funkcia je rastuca na celom D(f),

* VSetky funkcie prechadzaju bodmi
[0!0]; ['1’-1]; [1’ 1]

* Funkcia je neparna

* Funkcia nie je ohrani¢ena

] y:X
] y:X

© ¥y * D) =R H(f)=<01)
. y= *  Funkcia ma jeden nulovy bod [0,0]
* Funkcia klesa na (-[1,0 >,rastie na <0,
© e 0)
* VSetky funkcie prechadzaji bodmi
[0,0L:[-1,1[:[1,1]

© y=x? * D) =R-{0}; H(f) = (0, ),
o y=x" * Funkcia nema nulovy bod,
* Funkcia rastie na (-[1,0>, klesa na <O,
o o)
* VSetky funkcie prechadzaju bodmi
J F1.1501,1]

* Funkcia je parna
*  Funkcia je zdola ohrani¢ena

y=x VSetky funkcie prechadzaji bodmi
[-1,-1]; [1,1]

*  Funkcia je neparna

* Funkcia nie je ohrani¢ena

« y=x" * D(f) =<0, 1); Hf) =<0, 1)

*  Funkcia ma jeden nulovy bod [0,0]

*  Funkcia ,rastie na <0, )

» VSetky funkcie prechadzaji bodmi
[0,0; [1,1]

* Funkcia je zdola ohrani¢ena

o y= x(174)

© y=x’ * D(f) = R-{0}; H()=R-{0}
. y=x *  Funkcia nema nulovy bod
p * Funkcia je klesajuca na celom D(f),

Obr.7.1: Grafy mocninovych funkcii a ich viastnosti

ﬁ Ciefom druhej aktivity je priblizit priebeh a vlastnosti polynomickych funkcii
(PF). Inovativny postup s vyuzitim IKT sme zvolil predovSetkym preto, aby sme
eliminovali rutinné a formalne pristupy Studentov, ktoré €asto pozorujeme pri rieSeni
polynomickych rovnic a nerovnic. Umoznime im takto lepSie vnimat suvis medzi
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vlastnostami PF y = f(x) a rieSenim polynomickych rovnic &i nerovnic typu f(x) =0 (f(x)
>0 a pod.), kde f(x) je PF. Najskér dame Studentom priestor na samostatné badanie.
Spolo¢né diskusné forum zameriame na problematiku po¢tu a umiestnenia
nulovych bodov PF, ktoré poskytuju rozhodujicu informaciu o pocte rieSeni prislusnych
polynomickych rovnic. Dal§im podstatnym ukazovatefom je podet a vyskyt
znamienkovych zmien. Pri rieSeni polynomickych (algebraickych) a tieZ racionalnych
lomenych nerovnic, vyuzivaju Studenti informaciu o nulovych miestach funkcii a
znamienkovych zmenach na intervaloch, na ktoré sa Ciselna os ,rozpada“ po vyznaceni
nulovych miest PF. Vd'aka uvedenej aktivite dostanu Studenti odpoved na otazku, preco
pouzivame prave takyto rieSitel'sky postup. PoZzadovany interval < x;,x» >[J D(f) uréime
vdaka dobrej vizualizacii programom EG a tiez moznosti ziskat' prieseCniky s osou x

=

tlacidlom . Pri spolo¢nej diskusii je neodmyslitelnou poméckou dataprojektor.
PrikLAD 7.2

Nacrtnite niekolko grafov PF pre r6zne hodnoty n — stuperi PF a a0- koeficient pri
najvys$sej mocnine. Analyzujte ich a rozhodnite, aké spolo€né vlastnosti maju jednotlivé
skupiny PF. Pri kazdej funkcii uréte taky interval < x4,x, >0 D(f), ze na fiom prebiehaju
v8etky zmeny monotdnnosti a vyskytuju sa na fiom vSetky lokalne extrémy.

RIESENIE
7 o y=XMHXPH2 *  D(f) = R; H(f) =<k; o),
X o y=x"-2x2-3 * PF ohraniené zdola;
IEA o y=x"4x*+3 e akx - co[] f(x)> oo
"/ \\l' ANENANaN o y= X*+4x2+3 e akx - -0 [] f(X)—» 00
\7 e [O< xi,%x2 >0 D(f) také,
J Ze na (-0, X1 > klesa

ana <X, «)rastie

] o y=xXHX2HX+2 e D(f) = R; H(f) =( -o0; k>,
M/ ,m o y=-x*+5x>-4 * PF ohrani¢ené zhora;
lllr : [ e . =-x* - 5x?- 4 d akx - o [J f(X)—»-OO
i

\/ © akx - - f(x)— o0
/ \ e [O< xq,x; >0 D(f) také,
<

Ze na (-, x4 > rastie
ana <X, o)klesa

1

n - neparne; a, > 0

y=(x-1)°
y=(x*-1)(x*-4)
y=(-x)(x+2)(x+4)
y=(x+1)(x*+4)

D(f)=R; H(f)=R

PF nie je ohraniCena
ak x - oo [J f(X)—r 0
akx - =00 [ f(X)—r'OO
O < x4,x2 >0 D(f) takeé,
Ze PF na (-, x> rastie
ana tiez <xp, o) rastie




i Y= +~ D( =R H(f) =R

) . =-x° +x? +3x —1 * PF nie je ohrani¢ena,
s C ek |+ akx w0 -
WA « akx - -0 f(x)=

e [O< xi,%x2 >0 D(f) také,
Ze na (-o0, X1 > klesa
| ana <xp, »)klesa

n —neparne; a,<0

Obr.7.2: Grafy PF a ich vlastnosti

=z prikladu 7.2 vidiet, Ze pocita mdze byt mimoriadne vhodnym pomocnikom
pri rieSeni algebraickych rovnic a predovSetkym nerovnic. Tieto sa najCastejSie rieSia
tabulkovou alebo grafickou metddou. Obe maju teoreticky zaklad prave v znalostiach
vlastnosti a priebehu polynomickych funkcii (spojitost, nulové miesta - znamienkové
zmeny).

Graficka metéda rieSenia polynomickych nerovnic typu P(x)>0 alebo P(x)<O0
spociva v dvoch krokoch:

* Rozlozime polyném P(x) na sucin cinitefov tvaru (x —a)k.

* Zostrojime graf funkcie y = P(x); z predchadzajucej aktivity vieme, ze tvar grafu
funkcie zavisi od poctu korefiov polyndmu, od ich nasobnosti, od stupna
polyndbmu n a znamienka koeficientu a,.

e Z grafu nasledne odCitame pre aké argumenty polyndm P(x) nadobuda kladné
(Cast’ grafu leZiaca nad osou x) alebo zaporné (€asti grafu pod osou x) hodnoty-
podla znamienka nerovnosti.

Tato metdda nie je Studentom az taka neznama; je zovSeobecnenim grafickej
metody rieSenia kvadratickych nerovnic, s ktorou sa uz stretli v 1. roCniku. Mézeme
preto vyuZit pri jej prezentovani analdgiu a nasledné zovSeobecnenie. Didakticky
softvér v nasledujucej aktivite umozniuje preskumat velké mnozstvo rédznych modifikacii
polynomickych nerovnic. Studenti najskor riesia Glohu 7.3 samostatne, zo ziskanych
vysledkov sa pokusia vytvorit vSeobecny abstraktny model, ktory prezentuju v ramci
spolo¢ného diskusného fora.

Domnievame sa, Ze aktivity 7.2 a 7.3 mbzu velkou mierou prispiet k
neformalnemu pochopeniu tejto problematky a tak aj k eliminacii chyb, ktorych sa
Studenti Casto dopustaju Uvedeny postup je medzi Studentmi velmi oblubeny
a pomerne lahko si ho osvoja. Jedinym uskalim su prave pripady nerovnic, u ktorych sa
v rozklade na sucin Cinitelov vyskytuju viacnasobné korene. Prave nizSie uvadzané
cviCenie, ktoré mbézeme obohatit aj o dalSie pripady a analdgie s kvadratickou
nerovnicou poméze eliminovat zbytoné chyby. Spolu s predchadzajucou aktivitou 7.2
umozni dobré porozumenie tejto problematiky; Studenti menej imituju uditela a viac
chapu podstatu rieSitelskych postupov.

PrikLap 7.3

Pouzite program Graphmatica a rieSte graficky nasledujice polynomické nerovnice,
ktoré su zapisané v tvare sucinu Cinitefov. ZovSeobecnite ziskané skusenosti z rieSenia
konkrétnych uloh.




o 5x(x+1)(x-5)(x-3) >0
o -5x(x+1)(x-5)(x-3) >0
o 2(x+1)(x-5) (x-3) <0
o -2(x+1)(x-5)(x-3) >0
e 3(x-1)3(x+3)*<0

e (x+1)(x-5)°<0

RIESENIE

N

5x(x+1)(x-5)(x-3) >0

a» >0, n=2k; 4 jednoduché korene,

O graf funkcie P(x) pretina os x na Styroch
miestach ; pre x - o [J f(x) - co;

graf zaCneme kreslit nad osou x, v bode
x=5 pozorujeme prvu znamienkovl zmenu,
pri kazdom dalSom koreni rovnice P(x) =0
dochadza k znamienkovej zmene
RiesSenie: P = (-0, -1)[] (0, 3)[J (5, )

N

N

-5x(x+1)(x-5)(x-3) >0

an < 0, n=2k; 4 jednoduché korene;

O graf funkcie P(x) pretina os x na Styroch
miestach ; pre x - o« [7 f(x) - -oo;

graf zaCneme kreslit pod osou x, v bode
x=5 pozorujeme prvu znamienkovl zmenu,
pri kazdom dalSom koreni rovnice P(x) =0
dochadza k znamienkovej zmene

Riesenie: P = (-1, 0)J (3, 5)

2(x+1)(x-5) (x-3) <0

an >0, n=2k+1; 3 jednoduché korene;

O graf funkcie P(x) pretina os x na troch
miestach ; pre x — oo [J f(x) —» oo,

graf zaCneme kreslit nad osou x, v bode
x=5 pozorujeme prvu znamienkovu zmenu,
pri kazdom dalSom koreni rovnice P(x) =0
dochadza k znamienkovej zmene
Riesenie: P = (-o0, -1)[7 (3, 5)

-2(x+1)(x-5)(x-3) >0

a, < 0, n=2k+1; 3 jednoduché korene;

O graf funkcie P(x) pretina os x na troch
miestach ; pre x — oo [J f(x) — -co;

graf zaCneme kreslit pod osou x, v bode
x=5 pozorujeme prvu znamienkovu zmenu,

pri kazdom d'alSom koreni rovnice P(x) =0
dochadza k znamienkovej zmene

Riesenie: P = = (-c0, -1)[] (3, 5)




3(x-1)3(x+3)° <0

a, >0, n=2k+1; 1 dvoj-nasobny a 1 troj-
nasobny koren;

O graf funkcie P(x) pretina os x na dvoch
miestach ; pre x — oo [J f(x) — oco;

graf zaCneme kreslit nad osou x,

bod x=1 je viachasobnym koreriom parnej
nasobnosti [J] znamienkova zmena
nenastava; graf ,odskakuje od osi x“ do
kladnych hodnét,

bod x=-3 je trojnasobnym korefiom
neparnej nasobnostill nastava
znamienkova zmena,

Riesenie: P = (-, -3))

(x+1)(x-5)* < 0

an >0, n=2k; jeden trojnasobny a jeden
jednoduchy koren;

O graf funkcie P(x) pretina os x na dvoch
miestach ; pre x — co [J f(x) —» oo,

graf zaCneme kreslit nad osou x,

bod x=5 je viacnasobnym koreriom
neparnej nasobnosti [J znamienkova
zmena nastava;

bod x= -1 je jednoduchym koreriom [J
znamienkova zmena nastava,

Riesenie: P = (-1, 5)

Obr.7.3: Grafické rieSenia polynomickych nerovnic
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