19 Urcéity integral

Metodicky zamer

Neuspesnost Studentov pri vypocte niektorych urcitych integralov ¢asto suvisi
s prilis rychlou algoritmizaciou problému ich vypoctu, malym poc¢tom rieSenych prikladov
s dérazom na vypocet uréitého integralu ako obsahu plochy pod grafom danej
podintegralnej funkcie f(x), (ako obsahu elementarnej oblasti).

Pri preberani urcitych integralov sme sa preto zamerali na dbslednejSiu
vizualizaciu problému, vytvorenie numerického modelu prostrednictvom tabulkového
procesora MS Excelu a nasledny vypocet pribliznou metédou, ktora velmi vhodne
podporuje a posilfiuje schopnost’ vnimat urcity integral ako obsah plochy nachadzajucej
sa pod grafom funkcie f(x).

U Studentov chceme predovsetkym dosiahnut: uvedomenie si rozdielu medzi
neur€itym a uritym integralom; (neurcity integral je funkcia, urcity je Cislo). Ziskanie
predmetnej predstavy urcitého integralu ako obsahu plochy pod grafom podintegrainej
funkcie, vnimenie geometrického vyznamu uréitého integralu; vypocCet obsahu

elementarnej oblasti S(E), ktora je dana ako mnoZzina: E = {[x,y]; as x< b, g(x)< y< f(x)}.
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Newtonova- | eibnizova veta:

Ak je f(x) spojita funkcia na < a; b > a nech F je jej primitivna funkcia, tak plati:

b

[ f(x)dx=F(a)- F(b)

a

Tato veta umoznuje velmi jednoduchy vypocet urcitého integralu spojitych
funkcii, ku ktorym pozname primitivne funkcie.

Riesené priklady
Na praktickom cvi€eni v pocitacovej ucebni, ktoré nasleduje po vyuCovacej hodine
zameranej na prezentaciu pojmu urcitého integralu, jeho definovanie a vypocet
analytickou metédou, sme zadame Studentom takuto ulohu:

PrikLAD 19.1

Vypoditajte obsah plochy ohrani€enej priamkami y = 2x+2, x=0, x=2, a parabolou y =
X242
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RIESENIE

S Po zadani ulohy nasleduje diskusia so Studentmi o postupe rieSenie: zaujima

nas aky je obsah plochy, ktorl ziskame ako rozdiel obsahu plochy pod grafom funkcie
priamky y= 2x+2 a obsahu plochy pod grafom funkcie y = x*+2 (Obr. 19.1). Pri vypocte
obsahu plochy pod grafom priamky (to isté sa vztahuje aj na obsah plochy pod
kvadratickou funkciou) postupujeme tak, Ze ho rozdelime na malé obdizniky,
vypocitame ich obsahy, vyuZijeme funkciu SUMA() a ziskame hladany obsah. RieSime
problém predimenzovania obsahu parcidlneho obdiznika (v pripade, Ze by sme na
podintervale pouzili maximalnu funkénu hodnotu y;) alebo jeho poddimenzovania. Za
vhodné sa preto zda prijat pre vypocCet obsahu i-teho obdiznitka priemer
hodnét yia yi4, plati teda:

Pi= ((yi+ Yi1)/2)(Xir1 - Xi)
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Obr. 19.1: Vizualizacia ulohy v MS Exceli

Algoritmus vypocdtu:

e Interval <0,2> rozdelime na podintervaly (kazdy o dizke 0,05). Do bunky A1
nového zoSitu zapi$ Cislo 0. Vyuzijuc funkciu vkladania radov, vytvorime v prvom
riadku zoSita aritmeticku postupnost’ s diferenciou 0,05 a poslednou hodnotou 2
(bunka AO1).

* V druhom riadku vypocitame hodnotu funkcie y = 2x+2 vo vSetkych vyznadenych
bodoch x intervalu <0, 2>.Do bunky A2 zapiSeme formulu =A1*2+2
a prekopirujeme ju do zvysSnych buniek v druhom riadku. Kopirovanie ukonime
pod bunkou AO1.

e Vtretom riadku vypocCitame hodnoty kvadratickej funkcie y = x* +2 vo
vyznacenych bodoch intervalu < 0,2 > Do bunky A3 zapiSeme formulu =
A1*A1+2. Prekopirujeme ju do ostatnych buniek v tomto riadku konciac bunkou
AO1

e Vo $tvrtom riadku vypo&itame hodnoty obsahov obdiznitkov zodpovedaijucich
priamke y = 2x+2. Do bunky B4 vlozime formulu =(A2+B2)/2*0,05 a nasledne
prekopirujeme do susednych buniek.

e V piatom riadku vypogitame obsahy obdiZnikov zodpovedajucich parabole y = x?
+2. Do bunky B5 vloZime formulu =(A3+B3)/2*0,05 nasledne prekopirujeme do
susednych buniek tohto riadku.




e V Siestom riadku vypoditame rozdiely &iastkovych obsahov obdiznikov pod
priamkou a parabolou. Do bunky B6 vloZzime formulu = B4 —B5.
e Urobime sumaciu obsahov pléch. Do bunky A8 vlozime formulu
=SUMA( B6:A0O6).
Zaver:
Vysledna priblizna hodnota obsahu plochy je 1,3325.

Vyhodou takto vytvoreného zoSita v Exceli je moznost jeho modifikacie pre
vypocCet uréitych integralov dalSich funkcii, predovdetkym v8ak takych, u ktorych je
vypocet primitivnej funkcie spojeny s tazkostami, a alebo integral nemézeme vyjadrit v
tvare elementarnej funkcie. Pri realizacii a konstrukcii algoritmu na vypocet pribliznej
hodnoty urcitého integralu velmi dobre vnimaju jeho geometricky vyznam, o prispieva
k neformalnejSiemu nazeraniu na danu problematiku.

Bl Sesit1.xls

1] 0.05 0.1 0.15
A17A+2 =BT+ =C1*2+2 =[01*2+2
A1TA1+2 =B17B1+2 =C1FC1+2 =01*01 +2
=(AZ+B2NI0.058 (=(B2+ 02005 =(C2+D 202 0.05
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Obr. 19.2: Zapis casti procedry v Exceli

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6

2 2.0025 2.01 2.0225 2.04 2.0625 2.09
0.1025 | 0.1075 10.1125 0.1175 | 0.1225 | 0.1275

0.170006 | 0.10031 | 0.10081 | 0.10156 | 0.10256 | 0.10381

3 3 3 3 3 3
0.00243 | 0.00718 | 0.01168 | 0.01593 | 0.01993 | 0.02368
8 8 8 8 8 8
Suma 1.3325

Obr. 19.3: Cast vypoctov v MS Excel

Uvedené cviCenie posluZi aj ako spatna vazba, €i kontrola spravnosti vypoctov
v pripadoch, ked sme si pre obtiaZnost vypoctu nie celkom isty spravnostou vysledku,
alebo tieZ k urychleniu vypoétu v dal$ich podobnych tlohach. Studenti riesia priklady a
kontroluju svoje vysledky pomocou excelovského zoSita, priCom v prislusnej tabulke
staCi vzdy jednoducho modifikovat predpis funkcie, i interval, na ktorom je integral
pocitany.

PrikLAD 19.2

Vypoditajte obsah plochy ohrani¢enej grafmi funkcii f(x) = x*, g(x) = (cosx)? a osou y.




RIESENIE

Pri rieSeni uloh tohto typu je tieZ vhodné zapojit’ do procesu didakticky softvér
EG, priom vyuZivame jeho schopnosti elegantne vyhladat, oznalit a vypocitat
prieseCniky kriviek, ktoré ohraniCuju prisluSnd elementarnu oblast a nasledne jeho
Integralny mod. Pri uréovani prieseénikov grafov funkcii rieSime nelinearnu rovnicu x*
= (cosx)?, nasledne x- ovu sUradnicu priese¢nika grafov funkcii pouzijeme ako hornu

[ (/- g

hranicu ur&itého integralu:
Pri pouziti programu EG ziskame nasledujuce vysledky.

y1=(cos x)*2 and y2=x"3
Intersection: y = 0,4945774389 for x = 0,7908208308

Graficka interpretacia v EG:

Obr.19.4: Graficka interpretacia v programe EG

0,7908

Obsah plochy vypog&itame zo vztahu: S = I(((cos(x))2 - x7)dx
0

B
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Na vypocet integralu sme vyuZili intgralny mod programu EG. Do combo boxu
vlozime predpis funkcie, oddelime bodkodiarkou, nasleduje Specifikacia intervalu
\ tvare Xmin 5 Xmax.

Ziskali tieto Ciastkové vysledky:

y = (cos x)*2,;0;0,7908
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Integral=0,64539
y =x"3;0;0,7908
Integral=0,09777

Obsah plochy vypocitame ako rozdiel hodnot 0,64539 a 0,09777 ; S = 0,54762)°

Vytvorenie numerického modelu pre vypocet ur€itého integralu prostrednictvom
tabulkového procesora MS Excelu a nasledny vypocet pribliznou metédou  velmi
vhodne podporil a posilnil schopnost’ Studentov vnimat' urCity integral ako obsah plochy
nachadzajucej sa pod grafom funkcie f(x).

Ak na hodine zameranej na vypocet obsahov pléch pomocou uréitého integralu
spolupracujeme s poCitatom umoznime Studentom  preciznej€iu vizualizaciu pléch,
ktorych obsahy pocitaju ako pri vytvarani beznych nacrtkov, ktoré mdzu byt pre
nepresnosti ¢asto zavadzajuce. NavySe sme schopny preskumat a riesit’ viac prikladov
ako pri klasickom vyu€ovani




