17 Limita funkcie

@" Metodicky zamer

Pojem limity funkcie, s ktorym sa Studenti stretaju vo 4. ro¢niku gymnazia je
pojmom naroénym a jeho spravne pochopenie je vybornym odrazovym mostikom pre
dalsie délezité terminy ako spojitost a diferencovatelnost funkcie. Najvac¢sim
problémom byva pre Studentov pochopenie samotnej definicie, ktora obsahuje
parametre £ a 9,. Tabulkovy procesor Excel a vhodne zvolené aktivity, ktoré v tejto
kapitole navrhujeme umozni Studentom na numerickom modeli sledovat dynamicky
proces limitného prechodu; priblizovania sa funkénych hodnét funkcie f(x) v okoli pevne
zvoleného bodu kistej hodnote. KedZe pojmom limita funkcie f chceme vyjadrit
spravanie sa funkcie v ,bezprostrednej blizkosti nejakého bodu a*.

Slovo limita je odvodené od latinského slova limes, €o v preklade do slovenciny
znamena hranica alebo medza. Limita je v matematike hodnota, ku ktorej sa ,priblizuje”
nezavisla premenna funkcie. Limita funkcie sa pouziva na opis spravania sa funkcie,

ked sa jej argument ,priblizuje“ k nejakému bodu, alebo k nekoneénu.
>

% Co by mal $tudent vediet - struény sylabus

, _ _ | * Prekazdé c[R plati: l}p}x - C, £in3a -a.
* Nech f je funkcie a ¢ je hromadnym ] ) ) _ )
bodom  jej definiéného oboru (teda | Nechlim f(x) = L, g limg(x)= L, 1, 1,0R
v kazdom prstencovom okoli bodu ¢ |, . © pe o
sa nachadza aspoin jeden bod Fun'k0|a {+ ma “Imtu vtfogeJrc]:prlcom
definiéného oboru funkcie . plati:  Im(f(x)*+ g(x))= L + L,
* Nech L je redlne Cislo. Potom zapis: | «  Funkcia f.g ma limitu v bode c,pricom
lim f(x) = L znamena, Ze pre kazdé plati: lim(/(x).g(x)) = L,.L,
£> Oexiz;stu{et’éfO te;cké, zf pre vsetky X |« Funkcia af ma limitu v bode c,priom
- < — < .
[x-0|<8 plati, 2e | fo) =L <e | tim(af ()= al,
* Funkcia y=f(x) ma v bode c najviac X e
jednu limitu * Funkcia f/g ma limitu v bode ¢, priom
L
e gx) L
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VysSetrime pomocou MS Excelu ako sa menia funkéné hodnoty funkcie a)

f(x)= 1= NI= X okoli bodu xo= 0;
X
2 + _ 5
b) f(x)= CRE) v okoli bodu xo = 1

(x-2)
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Za nezavislé premenné x budeme postupne dosadzovat Cisla, ktoré sa len
velmi malo lidia od zvolenych hodnét xo. VyuZijeme na to funkciu Rady z menu Excelu.
Xo = 0 axo = 1. Vytvorime tabulky

Generujeme dostato¢ne blizke okolia bodov

prislusnych funkénych hodnét.

Nasledne vedieme heuristicki besedu o ziskanych vysledkoch. Studenti
registruju, Zze kym v pripade b) hodnota funkcie v bode x,=1 existuje f(1)=3 (funkcia je
v tomto bode definovanda), pripad a) predstavuje funkciu, ktora v bode x,=0 nie je
definovana, napriek tomu existuje limita funkcie f(xo). Programom Graphmatica mézeme
ziskat’ graf funkcie a diskutovat o jej dalSich vlastnostiach.

) x| fx][b) i)
RENE 0,45]0,574178 (Pt x-35) 0,6 2,885714
Sz —— 0.4]0,563508 | f(¥)= x-2) 0,65 | 2,909259
ore x=0 0,35 0,553641 pre x=1 0,7 | 2,930769
0,3 0,544467 0.75 295
0,25 | 0,535898 0,8 | 2,966667
0,2]0,527864 0,85 | 2,980435
0,15 [ 0,520304 0,9 | 2,990909
0,1/0,513167 0,95 [ 2,997619
0,05 0,506411 1 3
0| #DIV/O! 1,05 | 2,997368
-0,05 | 0,493902 1,1 2,088889
-0,1/0,488088 1,15|2,973529
-0,15| 0,482537 12 2,95
-0,2|0,477226 1,25 2,916667
-0,25(0,472136 1,3]2,871429
-0,3 | 0,467251 1,35]2,811538
-0,35 | 0,462557 1,42,733333
-0,4| 0,45804 1,45]2,631818
-0,45| 0,453688 15 2,5
i pd
/
7
o Zéver: ° Zaver:
Ak sa x priblizuje k 0 potom f(x) sa | Ak sa x priblizuje k7 potom f(x) sa
priblizuje k 0,5. MéZeme napisat: priblizuje k 3. Tiez plati: (1) = 3.
lim f(x) = 0,5 MbZeme napisat’
0 lim f(x) = 3

Obr.17.1: Numericky a graficky model limity funkcii




AxTivita 17.2

2
Majme funkciu f(x) = Txl Zistite ako sa spravaju funkéné hodnoty, ak premenna x
X

neobmedzene rastie. Urste 11m.f(x)1

. Limitu funkcie mdézZzeme rozS8irit' z pripadov pribliZzovania sa k realnemu ¢islu
(limita vo vlastnom bode) na priblizovanie sa k nekoneCnu. Toto pribliZovanie sa
k nekone¢nu znamena, Ze x je stale ,vacSie a vacsie* (priblizuje sa ku kladnému
nekone¢nu), alebo je stale ,menSie a menSie* (priblizovanie sa kzapornému
nekonecénu). Registrujeme velké nedostatky v porozumeni zapisu x(0, ktoré mézeme
CiastoCne eleminovat ak Studentov zapojime do aktivity s cielom skumania takychto
pripadov prostrednictvom Excelu.

X f(x)
e Do bunky A1 viozime hodnotu 1; 1 1
Do A2 vlozime =A1*10; 10] 1,818182
* Prekopirujeme do A3 az A30 100 [ 1,980198
« Do B1 viozime =2*A1/(A1+1) 1000 1,998002
« Prekopirujeme do B2 az B30 10000 1,9998

100000 | 1,99998
1000000 [ 1,999998

Zavery: 10000000 2
Ako numericky tak aj graficky model 1E+08 2
potvrdzuju, ze postupne ako 1E+09 2
zvacsujeme x (alebo aj zmenSujeme) 1E+10 2
sa hodnota f(x) priblizuje k 2 a da sa 1E+11 2
priblizit fubovolne blizko k2 pri 1E+12 2
dostatoéne velkom x. 1E+13 2

Limita funkcie pre x bliziace sa
k nekonec¢nu je teda 2. :
Zapideme: J
. 2x =7
lim——=2
x-o xt ]

Obr.17.2: Limita funkcie v neviastnom bode

Axtvita 17.3
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Program Graphmatica nam umozni priblizit pojem limity funkcie prostrednictvom jej

geometrickej interpretacie. Pre Studentov je najtazSie  pochopit samotnu definiciu
obsahujucu parametre £a 6. Osvetlit vyznam tychto parametrov mézeme formulovanim
nasledujucej ulohy:

2

a)Je dana funkcia y = i ; . Dokazte, Ze limita tejto funkcie pre xo =0 sarovna L=
X+

-1,6. Zvolte lubovolne malé € > 0 a zostrojte rovnobeZky y = L-¢ a y = L+&. DokaZte, Ze
vzdy mbzeme najst’ také &> 0, Ze pre kazdé x[J( Xxo- J, xo+ O) funkéné hodnoty f(x) leZia
vo vnutri pasu uréeného rovnobezkami y=L-¢ ay =1L +&
b) Analogicky rieste ulohu pre funkciu: y=x*+x?-2x+1. Dokazte, Ze limita tejto funkcie v
bode xo=0je L=1

x*-3

a) Studenti najskor zostroja graf funkcie y = x>+ 2. Limitu v bode x,=0 mé2u
velmi jednoducho vypocitat dosadenim. Nasledne si zvolia konkrétne fubovolne malé
& Povedzme nech € = 0,5. Pre takto zvolené ¢ dostaneme rovnobezky y=-20ay =
1,0. Tento pas tvori € - okolie bodu A = [0; -1,5]. Treba uz len ukazat, ze existuje
prislusné & okolie bodu xo=0 tak, Ze pre kazdé x/[J (0-6, 0+9) funkéné hodnoty f(x) lezia
vo vnutri pasu uréeného rovnobezkami y=-2 ay =-1.

Program Graphmatica vyhlada a vypiSe hodnoty priesecCnikov priamok y = -2 ay = -1
x*-3
x2+2
volit &= 0,7. Demonstrujeme tak na  konkrétnom modeli, Ze pre akékolvek ¢ - okolie
bodu A= [0; -1,5] existuje vhodné & okolie bodu x,= 0 spifiajuce podmienky definicie.

b) V tomto pripade je mozné opat volit € = 0,5. Program Graphmatica vyhlada a vypise
hodnoty priese¢nikov priamok y = 1,5 ay = 0,5 s grafom funkcie y=x*+x?-2x+1. SU to
body x=-0,2; x=0,3. Ako & okolie volime preto d = min{d;; &)}, teda 6= 0,2

s grafom funkcie y = . Ide 0 body [-0,7071;-1] a [0,7071;-1]. Je teda mozZné

x*-3

Obr.17.3: Limita funkcie y =

x2+ 2




Obr.17.4: Limita funkcie y=x*+x?-2x+1
Axktivita 17.4

Grafy funkcii, ktoré ziskame vdaka programu Graphmatica mézu sluzit' pri stanoveni

réznych hypotéz tykajucich sa limit funkcii. V ramci stredoSkolského uciva sa preberaju

predovsetkym limity racionalnych lomenych funkcii v hromadnom bode x[I(1. Je preto

vhodné, aby Studenti samostatne aktivnou c¢innostou za pomoci pocitata dospeli
A(x)

P, (x)

k potrebnym zaverom o llimitach funkcii typu Y = pre x(1[] alebo x(1-[1. Umozni
im to prave niz8ie uvadzana aktivita.

Zostrojte postupne grafy funkcii::

5x°+2x-3 x-3 x4+ x-5

Vy=— 55 PyEaTa s 9

ZovS8eobecnite vysledky pozorovani a vyslovte hypotézy:

Limita racionalnej lomenej funkcie pre x[1[1 alebo x[1-[1., ktorej stupefri polynému
v Citateli je rovny stupriu polynému v menovateli ma vilastna limitu réznu od nuly.
Limita racionalnej lomenej funkcie pre x[] alebo x[-L., ktorej stuperi polynému
v Citateli je mensi ako stuperi polynému v menovateli ma vlastna limitu rovnd nule.
Ak stuperi polynému v Citateli je va¢si ako stuperi polyndému v menovateli funkcia ma
nevlastnu limitu rovna [ alebo -7.

Poznamka: Ak sa Studentom nedari vyslovit vSeobecné tvrdenie vyzveme ich k
viachasobnej konkretizacii jednotlivych pripadov. Pocitatovym program ziskaju
promptne viaceré grafy, pozorovanim a porovnavanim podstatnych znakov [lahko
dospeju k vysledkom.




e

Obr.17.5: Limity racionalnych lomenych funkcii




