13 Goniometrické funkcie

ﬁ" Metodicky zamer

Nazorna predstava goniometrickej funkcie sa mbzZe opierat o jednotkovu
kruznicu, pomocou ktorej su goniometrické funkcie definované, alebo o graf funkcie.
Nedostatky pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic ktoré pozorujeme, (ziaci Casto
zabudaju na periodiCnost funkcii) potvrdzuju, Ze predstave Studenta dominuje
jednotkova kruznica. Naro€nost pojmu periodicity potvrdzuje nevyhnutnost budovat
tento pojem cez sériu separovanych modelov; konkrétnych prikladov. Toto je vSak
tazko realizovatelné klasickych spésobom; (tabula + krieda alebo ceruzka + papier).
Tento problém vyrieSime, ak volime vhodny didakticky softvér a sériu uloh, ktorymi
Ziakov zaujmeme a prinutime, aby sami analyzovali a odhalovali podstatu pojmov a
vztahov medzi nimi.

S goniometrickymi funkciami sa Ziaci stretavaju v 2. ro€niku gymnazia (sexte) v
ramci tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnice Il. Napriek postacujucej Casovej
dotacii na toto u€ivo navrhujeme integrovat asponn 3 hodiny v pocitaCovej ucebni,
zamerané na precvicovanie a fixovanie pojmov. Velké problémy mavaju Zziaci
predovSetkym pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic, kde inovativne postupy s
podporou pocitacovych technolégii eliminuju niektoré problémy a neporozumenia.

Goniometrické funkcie sa objavuju nielen v matematike, ale aj vo fyzike, bioldgii
Ci astrondmii, pri opisovani réznych periodickych dejov. Aktivity uvadzané v tejto
kapitole maju Studentov motivovat a prispiet k neformalnemu chapaniu uvedenej
problematiky. Prostrednictvom nich si lepSie osvoja techniku ziskavania grafov
zloZenych goniometrickych funkcii a nasledne ich pouzivanie pri rieSeni rozmanitych
goniometrickych rovnic a nerovnic.
>

% Co by mal $tudent vediet - struény sylabus

Nech je v pravouhlej sustave suradnic Oxy dana kruznica k s polomerom 1. Ku
kazdému realnemu Cislu x priradime orientovany uhol velkosti x radianov, ktory
umiestnime v Oxy tak, ze jeho vrchol je v zaliatku a zaciato€né rameno v kladnej
poloosi x. Koncové rameno tohto orientovaného uhla pretne jednotkovu kruznicu v bode
A[XA,yA].

* Funkcia sinus priradi kazdému realnemu €islu x druht suradnicu bodu A: sinx = y,,
* Funkcia kosinus priradi kazdému realnemu Cislu x prvu suradnicu bodu A: cosx =

XA,

* Funkcia tangens priradi kazdému realnemu ¢islu x, pre ktoré cosx # 0,Cislo tgx =
sin x
cosx

* Funkcia kotangens priradi kazdému realnemu Cislu x, pre ktoré sinx # 0,

0os X

v, C
Cislo cotgx =— ,
sin x
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RiesSené priklady

PrikLap 13.1

a) Narysujte do jedného obrazku grafy funkcii:

s y=sin(x)
* y=sin(4*x)
e y=sin(0,5")

Narysujte do dalSieho obrazku grafy funkcii

* y=cos(x)
* y=cos(6%x)
* y=c0s(0,25%)

Pozorujte grafy funkcii, formulujte tvrdenie tykajuce sa zmeny periédy funkcii typu
y = cos(k.x) v zavislosti na parametri k.

b)

Narysujte do jedného obrazku grafy funkcii :
e y=cos(x)
e y=4cos(x)

+ y=0,5"cos(x)




Narysujte do dalSieho obrazku grafy funkcii:
e y=sin(x)
s y=3sin(x)
» y=0,25sin(x)
Pozorujte grafy funkcii a vyslovte zavery tykajuce sa zmeny oboru hodnnét funkcii tvaru
y = k.sin(x).
c)
Narysujte grafy funkcii:
e y=cos(x)+2
e y=cos(x)-5
e y=sin(2x) +3
* y=sin(0,5%) -1
Aké zmeny nastali v pripade grafov funkcii tvaru y = cos(x) + k!

d)

Narysujte grafy funkcii:
s y=sin(x)
* y=sin(x+r)

* y=sin(x-174)

* y=2cos(x+r)
Vyslovte tvrdenie tykajuce sa tvaru grafu funkcii typu y = sin(x+a)!
RIESENIE

Pri rieSeni uloh posluzi program Graphmatica s jeho schopnostou vykreslovat
Lrodinky funkcii®. Studenti mozu sledovat ako meniaci sa parameter v zapise zloZenej
funkcie y = a.cos(bx+c) +d modifikuje jej graf, obor funkénych hodnét &i periddu. Vdaka
didaktickému softvéru mobzu testovat viaceré pripady, samostatne zovSeobecnit
a formulovat zavery. Cielom aktivit je umoznit Studentom ziskat bohatSie skusenosti a
lepSie zru€nosti v tejto oblasti prostrednictvom pocitacovej techniky.

Pri rieSeni uloh z oblasti goniometrickych funkcii je vhodné formatovat okno programu,
v ktorom su vytvarané grafy postupnostou prikazov z menu programu v poradi Option
— Graph Paper - Trig. Nastavenie zabezpeCi, Ze mierka na osi x je normovana
nasobkami Cisla 11, €o je vhodné a potrebné prave pri takychto cviCeniach.

Graph Document Setti

Graph Paper l Log Options ] L

Select background graph pa

(" Rectangular  ©* Tiig

Obr.13.1:Nastavenie okna Trig

V ramci spolo¢ného vyhodnotenia zadanych uloh oCakavame ze Studenti sami
sformuluju nasledujuce zovSeobecnenia:

Pri grafe funkcii y = sin(kx) sa meni periéda funkcie podla vztahu T = (277k).
Pri grafe funkcii y = sin(x) + a je obor funkénych hodnét: H(f) = <-1+a, 1+a>.
Pri grafe funkcii y = b*sin(x) obor funkénych hodnét H(f) = <-b, b>.




Pri grafe funkcie y = sin(x+a) sa posuvaju nulové body funkcie v zavislosti na jej type;
pre funkciu sin (x) to budu body tvaru x,= (k*1r-a).

V ramci heuristickej besedy diskutujeme o dalSich vlastnostiach jednotlivych funkcii
(maximalne, minimalne hodnoty, nulové body, ohrani¢nost ...).

Vedomosti ziskané pri tomto cvieni su vybornou poméckou a su€asne propedeutikou
uspesnému zvladnutiu goniometrickych rovnic a nerovnic. Uvadzame graficku
interpretaciu dvoch zmienenych aktivit; zvysné ziskame analogicky.

Pripad d) Pripad b)

e y=sin(x) e y=cos(x)

e y=sin(x+n) e y=4cos(x)

* y=sin(x-174)  y=0,5%o0s(x)

257 —0; -0,5m  -025m fsn  05n 075w 1,2

Obr.13.2. Grafy goniometrickych funkcii

PrikLAD 13.2
Narysujte grafy funkcii:
a)

* y= sin(2x)

* y= -sin(2x)

* y= sin(-2x)

. = - sin (-2x)
b)

* y= cos(2x)

e y= -cos(2x)

e y= cos(-2x)

* y=-cos (-2x)
Odpovedzte postupne na otazky:
Je graf funkcie y = sin(x) symetricky? Aku sumernost’ pozorujete?
Ako sa zmeni graf funkcie y = sin(-2x) vzhlfadom na graf funkcie y = sin(2x)?
AKky je vztah grafov funkcii y= sin(-2x) a y = -sin(-2x)? Zdovodnite! Analogicky
postupujte v b)
RIESENIE

Ciefom cviCenia je demonstracia a fixacia pojmov parna a neparna funkcia,

charakteristika grafov takychto funkcii. Napriek tomu, Ze Studenti do combo boxu
zadavaju 4 funkéné predpisy ziskavaju iba dva grafy. Na zddévodnenie tohto faktu
vyuzivaju definiciu parnosti a neparnosti funkcii.




Obr.13.3: Parne a neparne funkcie
PrikLAD 13.3

Do jedného obrazku zakreslite grafy funkcii :
a)
s y=cos(x)
* y=-coS(x)
* y=sin(x-(172))
* y=sin(x+(1m2))
Doplrite rovnost’
sin (x+172) =
sin (x-172) =
b)
* y=sin(x)
s y=-sin(x)
* y=cos(x-(172))
* y=cos(x+(r72))
Doplrite rovnost’
cos(x+1r2) =
cos(x-172) =
RIESENIE

Overenie vzajomnych vztahov medzi  funkciami y=sin(x) a y=cos(x) je vhodnym
cviéenim, ktoré zdéraziiuje spatost medzi nimi. Ulohu rieSime aj analyticky, pri¢om
vyuzivame suctové goniometrické vzorce.

Studenti v procese rieSenia ziskavaju iba dva grafy funkcii, &o ich privadza k zaveru:
cos(x+7m2)= -sin(x)
cos(x-172) = sin(x)
sin(x+1mm2) = cos(x)
sin(x-12) = -cos(x)

Obr.13.4: Vzadjomné vztahy funkcii y=sinx a y=cosx




PrikLAD 13.4

Na zaklade poznatkov ziskanych v priklade 13.7 nacrtnite grafy funkcii:
a) y = 3sin(x-m2) +1

b) y = 2cos(2x+mn) -2

Vysledky overte pomocou programu Graphmatica

RIESENIE

Uloha velmi dobre preveri vedomosti o transformaciach grafoch funkcii ziskané
v predchadzajucich aktivitach. PredovSetkym treba prediskutovat so Studentmi prioritu
jednotlivych modifikacii zakladného grafu. Pripad b) spdsobuje vacsie tazkosti, je
potrebné usmernenie tykajuce sa poradia jednotlivych transformacii:y = cos(x)

y = cos(x+772) ....posun v smere 0si x 0 (-TV2)

y = cos(2(x+172)).....zmena periédy funkcie z p=2mna p =mr

y = 2. cos(2(x+172)).....zmena oboru funkénych hodnét H(f) =<-2,2 >

y = 2cos(2(x+12)) -2...zmena oboru funkénych hodnét H(f) =< -4, 0 >

Je vhodné postupné vkladanie funkcii, ktoré umozni Studentom sledovat proces zmeny
zakladného grafu. Vysledny graf funkcie y = 2cos(2x+7m) -2 je tmavomodrej farby.

Obr.13.5: Graf funkcie y = 2cos(2x+m) -2
PrikLaD 13.5

Napiste predpis funkcie tvaru y = a*sin(b*x)+ c, ktora nadobuda maximalnu hodnotu 6,
minimalnu hodnotu 2 a peridda je p=773. Vysledky overte graficky!

RIESENIE

Teraz umoznime Studentom riesit’ dve ulohy opaéného typu. Pozname niektoré
vlastnosti funkcie a je treba ur€it' jej predpis. Vyuzivajuc poznatky ziskané v priklade
4.13.1 postupne odkryvaju aké hodnoty musia nadobudat parametre a, b, ¢, d, aby
funkcia mala pozadované vlastnosti. Vyuzijuc trasovanie funkcie overime platnost
jednotlivych podmienok.

Ak p=773, potom plati, b =27(73) [ b=6

Nakolko medzi minimalnou a maximalnou hodnotou danej funkcie je rozpatie 4 musi byt
hodnota a =2.

Maximalna hodnota je 6 a minimalna 2, teda je zrejmy posun zakladnej funkcie o 4
dieliky.




Tvar funkcie je teda: y = 2sin(6x) + 4.
Grafické overenie:

Obr.13.6: Graf funkcie y = 2sin(6x) + 4.

Priklady 13.6 a 13.7 maju tiezZ motivaény charakter. Poukazuju na univerzalne
vyuzitie goniometrickych funkcii aich vyskyt v praktickom Zivote. Priklad 173.7
prezentuje znamy matematicky model periodického cyklu, ktory charakterizuje zmeny
poctu predatorov aich Koristi na istom uzemi. Bol Studovany a matematicky opisany
A.J. Lotkom. Funkcie, ktoré tento dej popisuju su nazvané: Lotka — Volterra predator —
prey model. (model vzajomnych zmien poctu predatorov a ich koristi na istom uzemi)

PrikLAD 13.6

Hibka oceanu sa na istom mieste meni pocas dfia periodicky; s periédou 24hodin, v
rozpati od 10m po 18m a mdzeme ju vyjadrit pomocou funkcie sinus. Aku Cast dha je
hibka oceanu vaésia ako 16 metrov?

Graficky znazornite!

RIESENIE

Funkciu hfadame v tvare y = a.sin(k.x) + b.

Pre periodu funkcie y= sin(x) plati vztah: p = 277k
24k = 21

k=112

Z d'alSich viastnosti dostavame:

y =4sin((1712) x) +14

Zaver:

Z grafu je mozné lahko zistit, Ze hibka ocednu je vdésia ako 16 metrov v éase od
druhej do desiatej hodiny, ¢o tvori jednu tretinu dna. (vyuZilo sa trasovanie funkcie
a taburka jej hodnét na zistovanie potrebnych tdajov).
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a) Equation(s):
y = 400+200*sin((pi/6)*x) (1)
= 1000+ 300*cos((pi/6)*x) (2)

X
0
1,0
2,0
3,0

y

400,0
500,0
573,2051
600,0
573,2051
500,0
400,0
300,0
226,7949
200,0
226,7949
300,0
400,0

y2
1300,0
1259,8076
1150,0
1000,0
850,0
740,1924
700,0
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1150,0
1259,8076
1300,0
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PrikLap 13.7

Predpokladajme, Ze periodicki zmenu poctu jedincov istej populacie predatorov na

Obr.13.7: Zmena hibky oceénu

danom Uzemi popisuje funkéna zavislost:

f(t) = 400+ 200.sin((176)t)

Pocet jedincov, ktori su koristou pre tychto predatorov sa meni podla vztahu:

g(t) = 1000+300cos((176)t), kde t je Cas v rokoch.

a) Zostavte tabulku funkénych hodnét jednotlivych populacii pre t=0 az t=12.
b) Grafy oboch funkcii zakreslite do toho istého suradnicového systému.
¢) Urcte pre aku hodnotu ¢ dosahuje populacia predatorov svoje maximum

Obr.13.8: Riesenie prikladu 13.7 programom Graphmatica




. Prax nas presviedCa, ze Studenti maju velké problémy so zapamatanim si
dolezitych goniometrickych vzorcov. Nasledujuce cviCenie mdze pomdct prave pri
odburavani tohto deficitu. Aktivity siU zamerané na overovanie platnosti niektorych
znamych goniometrickych vzorcov.

PrikLap 13.8

Overte platnost goniometrickych vzorcov:
e sin®(x) + cos?(x) =1

e 2sin(x).cos(x) = sin(2x)

*  c0S(2x) = cos?(x)-sin?(x)

* cos’x = (1+cos(2x))/2

RIESENIE

Postupujeme ako pri grafickom rieSeni rovnic €i nerovnic. Oznacime vyraz na
jednej strane vzorca ako funkciu y; a vyraz na druhej strane vzorca ako y,. Obe funkcie
y1 aj y» zakreslime do jedného obrazku a zistime pre ktoré hodnoty x nastava rovnost.
Takyto spbésob overovania platnosti vzorcov ma pozitivny vplyv na intenzitu a trvacost
ziskanych vedomosti. Uvadzame dbékaz tretieho vztahu — ostatné analogicky.

Equation(s):

y= cos(2x) (1)

y= cos(x)*cos(x)-sin(x)*sin(x) (2)
X y y2

-7,5 -0,7597 -0,7597

/\ /\ n /\ /\ 7.0 0,1367 0,1367
/ \\/ \/ \/ s \/ \ -6,5 0,9074 0,9074
: 6.0 0,8439 0,8439

55 00044 0,0044
50  -0,8391 -0,8391
45  -0,9111 -0,9111
40  -0,1455 -0,1455
35 07539 0,7539

« Ziver: -3,0 0,9602 0,9602
Ako potvrdzuje tabulka, vztah -2,5 0,2837 0,2837
cos(2x) = cos?(x)-sin*(x) plati pre | >0  -0.6536 -0,6536
< 1,5 -0,99  -0,99
vSetky x[ID(f). Grafy oboch 1.0 -0,4161 -0.4161
funkcii su totozné. -0,5 0,5403 0,5403
0 1,0 1,0

0,5 0,5403 0,5403

Obr.13.9: RieSenie prikladu.13.8

PrikLaD 13.9

RieSte rovnice:

*  sin(2x).cos (x) = sin(x)
e sin(x) + cos(x) =2

e cos?(x) — cos(x) +1/4

*  3sin(x) + 4cos(x )=

RIESENIE
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Pri rieSeni rovnic postupujeme simultanne; Studenti rieSia zadania v zoSite
a paralelne pri tabuli. Nasledne svoje vysledky overuju v programe EG (pripadne
Graphmatica). Vhodné je spolo¢né férum s vyuzitim dataprojektoru a grafickych
modelov.

Rovnice upravia tak, aby ich bolo mozné zobrazit ako dve funkcie do toho
istého obrazku, priCom ich ulohou je ndjst’ prieseCnik funkcii, ktoré reprezentuju lravu
a pravu stranu rovnice. Specialne pri tomto type rovnic, kde kvéli periodiénosti funkcii je
mnozina rieSeni na R nekone¢na, formalny zapis rieSenia pomocou parametrov robi
ziakom velké problémy. Je preto vhodné, aby si na konkrétnych grafickych modeloch
overili jeho spravnost. Zbavime ich tak strachu a priliSného reSpektu z rieSenia
goniometrickych rovnic a nerovnic.

Pre prvu z rovnic dostavame:

Analyticky:

sin(2x).cos (x) = sin(x) < 2sin(x)cos(x)cos(x) — sin(x) =0
sin(x).(2cos ?(x) — 1) =0 =

sin(x) = 0 a zéaroveri cos ¥(x) =1/2 = |cos(x)| = v2/2
x = k.1t alebo x = (2k-1) 174

Graficky:
» sin(2x).cos (x) = sin(x) Equation(s):
y=sin(x) (1)
y=sin(2x)*cos(x) (2)
X y y2
314 0 0

-2,75 -0,3827 -0,6533
-2,36 -0,7071 -0,7071
7< -1,96  -0,9239 -0,2706
i A \ AN -1,57 1,0 0

: ' ' -1,18 -0,9239 -0,2706
/ y BC> -0,79 -0,7071 -0,7071
-0,39 -0,3827 -0,6533
0 0 0

0,39 0,3827 0,6533
0,79 0,7071 0,7071

- - 1,18 0,9239 0,2706
Zaver: 157 1.0 0

Vysledky analytického vypoCtu | 196 09239 02706
kore$ponduju s vysledkami, ktoré | 2,36"0,7071"0,7071

ponuka program  Graphmatica. | 2,75 0,3827 0,6533
Tabulka pomerne presne udava | 3,14 0 0
hodnoty x, y: ay. priesec¢nikov oboch

funkcii.

Obr.13.10: Grafické rieSenie goniometrickej rovnice sin(2x).cos (x) = sin(x)




amPoéas realizacie jednotlivych aktivit je vhodné doésledne dbat na systemati¢nost
v praci, vyzadovat od S&tudentov kontinudlne zapisovanie ziskanych vysledkov
jednotlivych aktivit do zoSita. Po pripade je mozné volit' formu pracovnych listov, ktoré
su nasledne hodnotené a kontrolované. Pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic
Studenti ¢asto vyuzivaju aj metddu ,cesty spat“ alebo ,od vysledku k rieSeniu®, pricom
didakticky softvér sluzi ako ,Sepkar ¢i ,katalyzator® pre vznik vhodného rieSitelského
postupu &i napadu. VSetky tieto cesty, pokial vedu k lepSiemu porozumeniu preberanej
problematiky su dovolené a vhodné, umozhuju Studentom aktivne participovat na
rieSeni problémv, umoZznuju vznik generickych modelov.

PrikLap 13.10

Pomocou systému goniometrickych nerovnic popiste vySrafovanu €ast plochy na
obrazku. Po zvacSeni obrazku je mozné lepSie odCitanie hodnét jednotlivych
premennych, potrebné k spravnemu vyrieSeniu ulohy.

a)

7

Riesenie: | sin(x)| <y [0 -| cos2(x)| > y

b)
777777

N\
\

“\\\\\\\ \
N\

TN

. g % :/

RieSenie: 0,5sin(x)-2>y [13cos(2x)+2<y
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	 Riešené príklady

