15 Aritmeticka a geometricka postupnost’

@ Metodicky zamer

Ciefom dalSich popisovanych aktivit je dosiahnut, aby Studenti vedeli
identifikovat medzi inymi postupnostami aritmetickl a geometricku postupnost, dokazali
na zaklade hodnét a; a d (alebo a; a q ) posudit monoténnost' tychto postupnosti,
urCovat’ sucty konecného podtu Clenov aritmetickej alebo geometrickej postupnosti,
rieSit’ aplikacné a slovné ulohy z tejto oblasti. Excel znova umozni Studentom objavovat
nové pojmy v procese Cinnosti, manipulovat s nimi, byt aktivnhymi tvorcami svojho
poznania.

NaSim ciefom je ponuknut netradi¢né, zaujimavé a pritom efektivne zadania
inak stereotypnych uloh, ktoré nielen ozivia proces vyucovania, ale vnesu don prvky
novosti spestria monoténne precviCovania a pomdzu fixacii poznatkov inovativnym
spbsobom.

>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

Aritmeticka postupnost’

* Postupnost {an}‘ft:l nazyvame aritmetickou vtedy a len vtedy, ak existuje take

dOR, ze [On[N plati: a1 = a, + d. Cislo d nazveme diferenciou postupnosti je
konstantné.

» Kazdy vyraz takejto postupnosti po€inajuc od druhého ziskame pripocitanim
Cisla d k predchadzajucemu.vyrazu

* Pre aritmeticku postupnost platia vztahy:
an=as + (n-1)d

n(a, + a
Sn:a1+a2+...+an:(1—”)
2
« Cislo S, nazyvame giastoénym suétom (koneéného poétu n &lenov) aritmeticke;
nekonec¢nym &iselnym

postupnosti a postupnost Ciastonych suétov {Sn}z:l

radom.

Geometricka postupnost.

00
n=17

an+ -
v ktorej plati: a—l = konst (podiel susednych &lenov je

n

kons$tantny) sa nazyva geometricka postupnost.

* Postupnost {an}

ntl

. a
Cislo —— = ¢, ktoré zavisi od n a charakterizuje danu postupnost sa nazyva

n

kvocient geometrickej postupnosti a oznacuje sa q.
* V geometrickej postupnosti{an} ::1 s kvocientom q plati: a, = as.q"".
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* Sucet prvych k €lenov geometrickej postupnosti s kvocientom q je
k
qg -1

S, = a,.
k 1q_1

Riesené priklady
PrikLAD 15.1

[

Postupnosti{an} 2:1 ,{bn} [cn}::] su dané analyticky predpismi:

a»,= 3n/(n+2); b, =n?+3; ¢, =3 - n/3. Skimajte, ktoré z postupnosti st postupnostami
aritmetickymi, urcite prvy &len a diferenciu postupnosti.
RIESENIE

n=1 "’

Vyuzijeme opat konstrukciu tabulky prostrednictvom MS Excelu. Aby sme potvrdili, ze
dana postupnost je aritmeticka treba overit, Ze rozdiel n-tého Clena a predchadzajuceho

(n-1)-ho Clena postupnosti je konstantny pre [7n > 1.

n an an+1'an bn bn+1'bn Cn CI’]+1_CT'I
1 1 0,5 4 312,666667 | -0,33333
2 1,5 0,3 7 512,333333] -0,33333
3 1,8 0,2 12 7 2| -0,33333
4 210,142857 19 911,666667 | -0,33333
512,142857]0,107143 28 11]11,333333] -0,33333
6 2,25]0,083333 39 13 1{ -0,33333
712,333333] 0,066667 52 15]0,666667 | -0,33333
8 2,410,054545 67 1710,333333| -0,33333
912,454545] 0,045455 84 19 0] -0,33333
10 2,5]10,038462 103 21] -0,33333{ -0,33333
1112,538462|0,032967 124 23] -0,66667 | -0,33333
1212,57142910,028571 147 25 -1] -0,33333
13 2,6 0,025 172 27] -1,33333{ -0,33333
14 2,625 0,022059 199 291 -1,66667 ] -0,33333
15]2,647059]0,019608 228 31 -2] -0,33333
16| 2,666667 | 0,017544 259 33] -2,33333] -0,33333
17]2,684211[0,015789 292 35| -2,66667 | -0,33333 |Konstrukci
a tabulky:
« Do A2-A20 vlozime hodnotu n (vyuZijeme polozku Rady a kopirovanie)
* Do B2: = 3*"A2/(A2+2); prekopirujeme do B3 — B20.
Do C2: = B3 - B2; prekopirujeme do C3 — C20.
Do D2: = A2*A2+3; prekopirujeme do D3 — D20.
Do E2: =D3-D2; prekopirujeme do E3 — E20.




Do F2: =3 - A2/3; prekopirujeme do F3 — F20.
* Do G2: = F3 - F2; prekopirujeme do G3 — G20.

Zaver:

Z analyzy tabulky vyplyva, Ze iba postupnost c. je aritmetickou
postupnostou (splia podmienku: rozdiel kazdych jej dvoch susednych Clenov je
konstantny); postupnosti a, a b, toto nesplnaju.

Obr.15.1: Numericky model rieSenia prikladu 15.1
PrikLaD 15.2

V obdobi medzi 1. marcom a 31. marcom vychadza sinko kazdy nasledujuci den asi
o 1,6 minuty skor ako v predchadzajuci den.

O kolkej hodine vyjde sinko 18. marca, ak 1.marca vyslo o 6 hodine aj 33 minute? Ktory
deri vyjde sInko o 5°%?

RIESENIE

Aplikagny priklad na vypocet 78. Clena aritmetickej postupnosti, ktorej diferencia je d =
-1,6 Nasledne treba urcit, pre aké n je hodnota ¢lena postupnosti a, = 5567 Pri tvorbe
tabulky Studenti velmi dobre vnimaju pojmy suvisiace s danou tematikou. Pri vytvarani
numerickych modelov su nuteni zadaniu skutoéne porozumiet. Algoritmické postupy od
nich vyzaduju neformalne zvladnutie u€iva. Bunky tabulky musia byt nastavené na
format datum a Cas.

Do bunky A2 — A30 zadame format | |datum |c¢as diferencia
typu ,datum® ado buniek B2-B30 1.3.06 [ 6:33:00 0:01:36
format typu ,cas". 2.3.06] 6:31:24

* VypoCty sa realizovali pomocou 3.3.06| 6:29:48
formul: 4.3.06| 6:28:12

* Do bunky A2 vloZime udaj: 1. mar; 5.3.06| 6:26:36

* Do bunky C2 vlozime: 00:01:36; 6.3.06[ 6:25:00

« V bunke A3 = A2 +1, 7.3.06| 6:23:24

eV bunke B3 = B2-$C$2; 8.3.06| 6:21:48

» Nasledne skopirujeme do niZSie 15.3.06| 6:10:36
poloZenych buniek v stipcoch A, B. 16.3.06| 6:09:00
Ziskame tabulku, ktora poslizi na 17.3.06| 6:07:24
odgitanie vysledkov. 18.3.06| 6:05:48

Zévery: 19.3.06| 6:04:12

Z tabul’ky sa dozvedame, Ze 18. marca 20.3.06 6:02:36

vyjde sinko o 6% hodine, kym o 5% 21.3.06] 6:01:00

sinko vyjde 26.3.2006. 22.3.06| 5:59:24

23.3.06| 5:57:48
24.3.06| 5:56:12
25.3.06| 5:54:36
26.3.06] 5:53:00
27.3.06| 5:51:24

Obr.15.2: Numericky model rieSenia prikladu 15.2




PrikLap 15.3

V roku 1970 bol prirastok obyvatefov v istom meste 5200 os6b. Po¢nuc nasledujucim
rokom sa prirastok obyvatelov zmensSoval kazdoro¢ne o 15 oséb. AKky je celkovy
prirastok obyvatelov mesta za obdobie rokov 1970 -1989?

RIESENIE

Slovna uloha na sucet koneCného poctu C&lenov aritmetickej postupnosti, ktorej
diferencia je d = -15. Hfadame sucet 20 c¢lenov tejto postupnosti. Opat vyuzZijeme
tabulkovy procesor s funkciou vypoctu sumy; (naudavame celt tabulku len jej ¢ast)

e Do buniek A2 — A21 vloZzime prislusny rok,

* Do bunky B2 vlozime udaj 5200,

* Nasledne do B3: = B2 — 15, skopirujeme do B4-B21

Do B22: = SUMA(B2:B21).

Zaver: Vysledky vycitame priamo z tabulky. Celkovy prirastok obyvatelstva za
skumané obdobie bol 101150. Overime tieZz analytickym vypoétom pomocou
vzorca pre sucet n ¢lenov aritmetickej postupnosti.

prirastok poctu
rok obyvatel'ov
1970 5200
1971 5185
1972 5170
1973 5155
1974 5140
1975 5125
1984 4990
1985 4975
1986 4960
1987 4945
1988 4930
1989 4915
1990 Suma 101150

Tab.15.1: Sucet k &lenov aritmetickej postupnosti

PrikLAD 15.4

Postupnosti, {an}‘;:l [bn]zzl ,{cn}i:1 : [dn}::1 su dané analyticky:
1
(nt )(n+3)°

Zistite, ktoré z postupnosti su postupnostami geometrickymi, urcite prvy ¢len
a kvocient postupnosti.

an = 2”,. bn = Cn = ('1/3)” 3 dn = n3

RiESENIE

Postupujeme analogicky ako v priklade 1 tejto kapitoly. Zostavime tabulku
postupnosti, testujeme podiel dvoch susednych ¢lenov a vS§imame si, €i je konstantny.
Ziskavame nasledujucu tabulku:




an An+1/@n b, bn+1/bn Cn Cn+1/Cn d, dn./d,
1 2 2]0,166667 0,5] -0,33333] -0,33333 1 8
2 4 2]0,083333 0,6]0,111111] -0,33333 8 3,375
3 8 2 0,05]0,666667 | -0,03704 ] -0,33333 27| 2,37037
4 16 210,033333]0,714286] 0,012346 ] -0,33333 641 1,953125
5 32 2| 0,02381 0,75 -0,00412| -0,33333 125 1,728
6 64 210,017857]0,777778]0,001372] -0,33333 216] 1,587963
7 128 210,013889 0,8 -0,00046 | -0,33333 3431 1,492711
8 256 2(0,011111{0,818182|0,000152| -0,33333 5121 1,423828
9 512 210,009091]0,833333] -5,1E-05] -0,33333 7291 1,371742
10 1024 210,007576]0,846154 | 1,69E-05] -0,33333 1000 1,331
11 2048 2| 0,00641]0,857143] -5,6E-06] -0,33333 1331 1,298272
12 4096 210,005495]0,866667 | 1,88E-06] -0,33333 1728 1,271412
13 8192 210,004762 0,875] -6,3E-07] -0,33333 21971 1,248976
14 16384 210,004167]0,882353| 2,09E-07 ] -0,33333 27441 1,229956
15 32768 210,003676 | 0,888889 -7E-081] -0,33333 3375] 1,21363
16 65536 210,003268(0,894737 | 2,32E-08 | -0,33333 4096 | 1,199463
17| 131072 210,002924 0,9] -7,7E-09] -0,33333 4913 ] 1,187055
18| 262144 210,002632]0,904762 | 2,58E-09 0 58321 1,176097

Tab. 15.2: Testovanie geometrickej postupnosti

Zavery:
Podiel susednych ¢lenov postupnosti {an}::l a [cn}::1 je konstantny, su teda
geometrickymi postupnostami.

PrikLAaD 15.5

Sofér pustil plynovy pedal a nasledne po 15-tich sekundach zadal brzdit. Pogas kazdej
z tych 15 sekund presiel vzdy 0,9 z drahy prejdenej v predchadzajucej sekunde. Za prvu
sekundu preslo auto drahu 30m. Kolko metrov prejde auto za uvedenych 15 sekund?

RIESENIE

Ulohu rieSime pomocou vzorca a tieZz numericky s podporou MS Excelu.




prejdena

» Je to Uloha na vypocet suctu k ¢lenov | | pocet draha

geometrickej postupnosti. Prvy &len | | sekund (m)

postupnosti a,=30, nasledujuci ¢len je 1 30
0,9-nasobkom predchadzajuceho. 2 27
e ZapiSeme do bunky B3 v tvare; B3 = 3124,300000
0,9*B2 a skopirujeme do B4 — B16; 4121,870000
* nasledne sgitame prvky B2-B16 v 5] 19,683000
stipci B (pouzijeme funkciu SUMA). 6{17,714700
Vysledky ziskame z tabulky. 71 15,943230
81 14,348910
Zévery: 9]12,914020
Auto prejde za 15 sekind dréhu 10 11,622610
238,23 metra. 111 10,460350
12] 9,414318
13| 8,472886
14| 7,625597
15| 6,863038
Sucet drah | 238,23m

Obr.15.3: RieSenie prikladu 15.5 pomocou MS Excelu

PrikLAD 15.6

Vklad v jednej banke je uroCeny Siestimi percentami rocne, v druhej 4,5% rocne. Zistite,
Co prinesie vacsi zisk; vlozit 15 000Sk do prvej banky, alebo 20000Sk do druhej banky,
ak predpokladame, Ze uroky sa nezmenia a peniaze budeme potrebovat’ za 6 rokov?
Po akom ¢ase budu mat oba kapitaly priblizne rovnaku hodnotu? Aky dlhy &as treba pri
prvom uro€eni a aky pri druhom uro€eni, aby sa kapital zdvojnasobil? Plati to obecne?

RIESENIE

Geometrické postupnosti maju velké vyuZitie v poistnej a finanénej matematike.
Ulohy tohto typu st indpirujuce a dokazu u ziakov prebudit’ zaujem o danu problematiku.
Moznost modifikovat problém, skumat jeho dalSie alternativy vdaka Excelu je tiez
velkym prinosom. Bez vyuZitia vhodného softvéru by rieSenie takychto uloh bolo
zdihavé a stereotypné. Pri vytvarani potrebnej tabulky $tudentmi mame zarudené, ze
problematike skuto¢ne porozumeli.

V tabulke postupne generujeme jednotlivé &leny postupnosti. Pouzivame vztah
pre vyjadrenie zisku K, po n- rokoch sporenia, pri poc¢iatocnom vklade P (Sk) a miere
uroc¢enia p% : K, = P.(1+p/100)" .

Zavery:

Ziskali sme tabufku hodnét, v ktorej Seda farba oznacuje stav financii po
Siestich rokoch. Oba kapitaly budi mat’ priblizne rovnaku hodnotu po dvadsiatich
rokoch.

Pri droceni 6% sa kapital zdvojnasobi za 12 rokov (pri konstantnych
podmienkach) a pri uroc¢eni 4,5% to bude trvat’ 16 rokov. Toto plati pre akukol'vek

sumu.

—_

15000 20000
2 15900 20900




3 16854 21840,5

4 17865,24 | 22823,32
5 18937,15 | 23850,37
6 |20073,38]24923,64
7 21277,79 | 26045,20
8 22554,45 | 27217,24
9 23907,72 | 28442,01

10 25342,18 | 29721,90
11 26862,72 | 31059,39
12 28474,48 | 32457,06
13 30182,95 | 33917,63
14 31993,92 | 35443,92
15 33913,56 | 37038,90
16 35948,37 | 38705,65
17 38105,28 | 40447.,40
18 | 40391,59 | 42267,54
19 | 42815,09 | 44169,58
20 ] 45383,99 | 46157,21

21 148107,23|48234,56

Tab.15.4: Uro&enie kapitélu




	 Riešené príklady

