8 Rovnice a nerovnice

Metodicky zamer

Ciefom vyuCovania rovnic a nerovnic na zakladnej a strednej Skole je
predovSetkym prehibit zaujem Ziaka o matematiku, motivovat ho, rozvijat jeho
schopnost’ modelovat’ redlne situacie v jazyku rovnic, vyuZit' rovnice na precvicovanie
réznych oblasti matematiky,
rozvijat abstraktné pohlady na rovnice, kultivovat’ logiku a schopnost dedukcie.

Prvé skusenosti s rieSenim rovnic réznych typov maju uz Ziaci zakladnej skoly.
Rutinné postupy a algoritmy zvladaju celkom dobre. V 1. ro¢niku (kvinte) gymnazia sa
venuju linearnym a kvadratickym rovniciam a nerovniciam, pri rieSeni ktorych su
pomerne uspesni. Skusenosti nam potvrdzuju, Ze strach a redpekt vyvolavaju
predovSetkym rovnice s absolutnymi hodnotami, iracionalne rovnice a rovnice s
parametrom, ktoré sa preberaju v 2.ro¢niku (sexte) v ramci tematického celku Funkcie,
rovnice a nerovnice ll. Zaradené su hned za elementarne funkcie a ich vlastnosti. K
najmenej zvladanym témam stredoSkolského uciva patria nerovnice; aj napriek tomu, Ze
kompetencie z oblasti rieSenia vSetkych typov nerovnic su nevyhnutné pre zvladnutie

viacerych oblasti vy§3ej matematiky (matematickej analyzy).

>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

* Nech f,g su funkcie premennej x
definované na A R, potom uloha:
najst Lx[JA, pre ktoré funkcie f(x) a
g(x) nadobudaju rovnaké funkéné
hodnoty zapiSeme v tvare

f(x) = g(x); x[JA_a nazveme ju rovnicou s

neznamou Xx;

* f(x) je_lava strana rovnice, g(x)_prava
strana _rovnice,

* mnozina A sa nazyva_definiény obor

rovnice

* (Cislo x, ktoré vyhovuje danej rovnici
sa nazyva koren alebo
rovnice;

* Riesit rovnicu znamena:

» kazdy prechod rovnice fi(x)=g:(x) s
oborom A; na rovnicu f;(x)=g»(x) s
oborom riedeni A, kde A;[JA; sa
nazyva désledkova Uprava rovnice

rieSenie

* Rovnice s absolutnymi hodnotami:
su rovnice obsahujuce absolutne hodnoty
Z vyrazu s neznamou Xx;
e Existuje niekolko
riedenie:
a) metdéda nulovych bodov; (rozbijeme
Ciselnu os na intervaly a v kazdom z nich
rie§ime danu rovnicu,
b) graficka metoda,
c) geometricka metoda.
e Nerovnica
Nech f, g su funkcie premennej x

definované na A/J R, potom uloha: najst
[x[JA, pre ktoré funkcie f(x) nadobuda
vacsich, resp. mensich funkénych hodnbt
ako funkcia g(x) zapiSeme v tvare:

flx) > g(x). resp. f(x) < g(x). xUA a

metdéd pre ich

fi(x)=q1(x):

nazveme ju Nerovnicou S Nneznamou X;
e Pri rieSeni nerovnice je
rozliSovat nasobenie nerovnice

nutné

kladnym resp. zapornym Cislom i
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o dosledkové upravy, pri  ktorych vyrazom v:
ziskame ekvivalentni rovnicu s | pre v>0: f(x)<g(x) < v.f(x)<v.g(x);
danou rovnicou, tj rovnicu s tym f(x)>g(x) = v.f(x)>v.g(x);
istym definicnym oborom sa nazyva
ekvivalentna uprava rovnice;

e lraciondlne  rovnice; su  rovnice | pre v<0: f(x)<g(x) < v.f(x)>v.g(x);

obsahujuce odmocniny z vyrazu s f(x)> g(x) = v.f(x)<v.g(x);
neznamou x. RieSime ich v obore |+ Umocriovat méZeme nerovnicu alebo
realnych Cisel. nerovnost len medzi nezapornymi
e Irac. rovnice rieSime tak, Ze umocnime Cislami!
obe strany rovnice: robime désledkové O<a<bl a?<b’
upravy, preto nutnou suéast'ou riesnia je | Upozornenie: pri rieSeni rovnice €i nerovnice
skuska. je vzdy treba stanovit' defini¢ny obor D(f)
* v obore realnych &isel plati: rovnice(nerovnice)
a=b[ a*=b?

a’=b?[] a=baleboa=-b

Prvé skusenosti s rieSenim rovnic réznych typov maju uz ziaci zakladnej sSkoly.
Rutinné postupy a algoritmy zvladaju celkom dobre. V 1. ro€niku (kvinte) gymnazia sa
venuju linedrnym a kvadratickym rovniciam a nerovniciam, pri rieSeni ktorych su
pomerne uspesni. Skusenosti nam potvrdzuju, Ze strach a redpekt vyvolavaju
predovSetkym rovnice s absolutnymi hodnotami, iracionalne rovnice a rovnice s
parametrom, ktoré sa preberaju v 2.ro¢niku (sexte) v ramci tematického celku Funkcie,
rovnice a nerovnice Il. Zaradené su hned za elementarne funkcie a ich vlastnosti. Prax
nam potvrdzuje, Ze k najmenej zvladanym témam stredoSkolského uciva patria
nerovnice; aj napriek tomu, Ze kompetencie z oblasti rieSenia vSetkych typov nerovnic
su nevyhnutné pre zvladnutie viacerych  oblasti vy$3ej matematiky (matematickej
analyzy).

OE =] ) v .
Inovacia VyucovaCIeho procesu

V tejto kapitole sa chceme venovat  rovniciam, ktoré patria azda k
najnaro¢nejSim druhom rovnic preberanym na strednej Skole; su to predovSetkym
rovnice s absolutnymi hodnotami, iracionalne rovnice a rovnice s parametrom.
Grafické rieSenia, ktoré pomocou pocitata navrhujeme realizovat, odstrania mnohé
nejasnosti a prispeju k neformalnejSiemu pochopeniu problematiky. Odpora¢ame
postupovat vzdy najskor analytickym spésobom, neskér vytvorit’ graficky model. Tento
sluzi v prvom rade ako autokontrola pre Studentov, nabadame ich aj k hibSej analyze a
pozorovaniu, ako jednotlivé kroky alebo vysledky vypoétov koreSponduju s grafickymi
modelmi.

Pri rovniciach v tvare f(x)= g(x) mézeme postupovat dvoma spdsobmi.
Zobrazime grafy funkcii y; = f(x) a y. = g(x) do jedného obrazku a vyuzijeme didakticky
softvér EG na vyhladanie ich prieseCnikov. Druha moznost je vytvorit graf funkcie
h(x)=f(x)-g(x) = y a vyhladat nulové miesta tejto funkcie. (opat prizvukujeme Studentom
suvis medzi rieSenim rovnice h(x) = 0 a uréovanim nulovych bodov prislusnej funkcie y

= h(x)) .
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Riesené priklady

PrikLAD 8.1

Graficky a tiez analyticky rieSte rovnice a nerovnice s absolutnymi hodnotami:
o | x+1|+|x-2|=|x+3|+6
o | x2-3x+2| +| x2- 5x+ 4| =2
o s8] ||| x2)

RIESENIE

Fﬂ_q

Pri rieSeni uloh, vdaka dataprojektoru a pocitaCu, mdézeme so Studentmi
analyzovat vSetky kroky algebraického rieSenia a poodhalit podstatu a zmysel postupu
na grafickych modeloch.

Algoritmus rieSenia nerovnic s absolutnymi hodnotami ma 5 zakladnych  krokov:

* rozdelenie Ciselnej osi na intervaly nulovymi bodmi vyrazov v absolutnej hodnote,

* odstranenie absolutnych hodndét v zavislosti na znamienkach vyrazov vo zvolenom
intervale,

* rieSenie rovnice (nerovnice) na kazdom z intervalov,

* urCenie prieniku medzi oboma podmienkami - (prave na tomto mieste rieSitelského
postupu sa Ziaci dopustaju chyb najCastejSie),

* vyhodnotenie rieSenia ulohy zjednotenim parcialnych vysledkov.

Kazdy krok ,overujeme® a ,demonstrujeme®; pre pocitaC je to €asovo nenarocné

a lahko realizovatelné.

1.spbsob:
o | x+1]|+|x2|=|x+3|+6 2.spésob:

y1=abs (x+1)+abs (x-2) and y2=6-abs (x+3) | y=abs(x+1)+abs(x-2)+abs(x+3)-6 Root:x = -2
Intersection: y = 5 for x = -2 y=abs(x+1)+abs(x-2)+abs(x+3)-6 Root: x = 0
Intersection: y =3 forx=0 * RieSenie: P={-2; 0}

* RieSenie: P={-2; 0}

o | x2-3x+2| +| x3- 5x+ 4| =2
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V

yi=abs (x"2-3*x+2)+abs (x"2-5*x+4) and y,=2
Intersection: y = 2 for x = 2
Intersection: y = 2 for x = 0,5857864376

* RieSenie: P ={2; 0.5857}

y = abs (x"2-3*x+2)+abs (x"2-5*x+4)-2
Root: x = 1,999999438
Root: x = 0,5857864376

RieSenie: P ={2; 0.5857}

o | x+5|-| x-1]|>| x+2|

yi1=abs(x+5) - abs(x-1); y.= abs(x+2)

* RieSenie: Interval (-2; 4) nakolko
plati:

0 x[0(-2; 4) jey: >y

y = abs(x+5)-abs(x-1)-abs(x+2);

Riesenie: Interval (-2; 4); nakolko
plati:

0 x[(-2;4) je y >0

Obr.8.1:Rovnice s absolutnymi hodnotami - rieSenie programom EG

PrikLAD 8.2

Graficky a tiez analyticky rieste iracionalne rovnice a nerovnice:

Jxt+ 2+ Ix-2=2x+3
324+ x+J12-x= 6

e 2x-5J/x-320
N ]
x-2 X
RIESENIE

Grafické modely, ktoré ziskame didaktickym softvérom Graphmatica slizia opat
ako autokontrola predovsetkym defini€nych oborov jednotlivych rovnic. Pocas rieSenia
iracionalnych rovnic a nerovnic sa Casto vyuzivaju désledkové upravy a preto skuska
spravnosti je nevyhnutnou sucastou rieSenia.

Pri dlohach tohto typu je tiez vhodné

aplikovat vedomosti o grafoch a vlastnostiach iracionalnych funkcii. Studenti ziskaju
konkrétnu predstavu o definichom obore a obore hodnét parcialnych funkcii, ktoré
vstupuju do rieSitelského procesu. Konfrontuju svoje vysledky s grafickym modelom. Pri




ich ziskavani je Casto potrebné a vhodné modifikovat rozsahy na osiach x a y, aby sme
dostali Ziadany model. (pouzijeme klavesovu skratku CTRL+R)

Enter Ranage aof Gnd

Lett: 4] Right: |8

] 4

Cancel

Battom: |-4 Top: |4

[v Autozcale missing coordinate(s]

Current default range: [-8.0, -4.0 - (8.0, 4.0]

Reszet

i

Make Default

Obr.8.2: Okno Grid range

o Jxt2+x-2=2x+3

K

Find Intersection:
y=sqrt(x+2)+sqrt(x-2); y=sqrt(2x+3)
X y

2,5 2,8284

e Riesenie:

Jxt 2+ Jx-2=/2x+ 3
x+2+2Jx'-4+ x-2=2x+3
2Jx*-4=3

4(x*- 4)= 9
5
4x*-25=0e x= ED xX= -

N | W

Vyhovuje iba koreri x = 5/2,
P = {5/2}
nakolko D(f) =< 2; »)

e Y24+ x+J12-x=6

= —

Find Intersection:
y=6; y =(24+x)**(1/3)+sqrt(12-x)

X y
-88,0 6,0
30 6,0

-24 6,0

* Riesenie:

OznaCme 3/24+ x =a lJ\/12- x =b;

dostaneme tri rovnice s troma
neznamymi

atb=60 324+ x =al J12- x =
b
atb=6[024+x=a°[]12-x=b%
odtial: b = 6- a [136 = &° + b®;

36 =a’+(6 - a)®

a(a+4)(a-3) =0 -

a=0Ja=3a=-4
Plati teda: x =-24 [Ix =-88 [Ix = 3;
P={-24,-88, 3}




e 2x-5Jx-320

Find Critical Points:
y=2x-5sqrt(x)-3
Type x

Zero 9,0

e
4
o

o 2 T 3 0
-4
-6
s

* RieSenie:

Zavedieme substituciu:

Jx=1t0 x=¢;

Dostavame. 2t*- 5t - 3 >0 =
(t-3)(t+0,5) 20 =

t > 3 a zaroveri t =-0,5 alebo

t<3azaroverit< -0,5;

Vzhladom na D(f) nerovnice vyhovuje

iba interval:

P =<9; w0); ¢o potvrdzuje aj grafické

rieSenie

- 1pnleq

x-2 X

e

o

y=sqrt((3x-1)/(x-2))-2
Type x

* RieSenie:

Graficky model v mnohom ulahci
rieSenie;  "pripomenie"  Studentom
vSetky podmienky, ktoré treba zobraf
do uvahy;

xZ2; xZ0

X1 on 3 L 4n "X,
x-2 x-2 X
X1 o0 "%5 o017 %¢ .
x-2 x-2 X
P=(2;7)




Zero 7,0

Ob.8.3: Iracionalne rovnice a nerovnice rieSené programom Graphmatica

Rovnice s parametrom patrie k neStandardnym uloham. Pri ich rieSeni asto
nestaci len ,napodobovanie” rieSitelského postupu pouzitého pri podobnych ulohach.
Najvacsim problémom byva porozumenie samotnej podstaty parametra. Jedna z metdd,
grafickych modelov, ktoré umoznia ziakom objavit’ funkciu a zmysel parametra.

Ulohy, ktoré navrhujeme rie$it s zamerané na eliminaciu problémov Ziakov
spravne rozhodnut o pocte riedeni rovnice. Toto je problematické miesto v procese
rieSenia u mnohych ziakov, vyzaduje dobré a neformalne porozumenie problematiky.
Grafické modely ziskané programom Graphmatica umoznia lepSiu percepciu
suvislosti a hibSie preniknutie do podstaty rieSitelskych postupov, vdaka Comu Studenti
menej imituju ucitefa a su uspesnejsi.

PrikLap 8.3

Pre ktoré hodnoty parametra ¢ nemaju rovnice rieSenie:
e 7X-3=7-cx

o Cc+2x=(1+4x)/2

e J2x-3=Jx+e

x-x_

Xt c
X

RIESENIE

. 7x-3=7-cx | Riesenie:



http://gss.sd42.ca/images/pagemaster/math_professor_algebra.gif.jpg

7x-3 = 7-cx

7x+cx =10

x(7+c) =10

x=10/(7+c) [

ak ¢ = -7 rovnica nema rieSenie
Geometricka interpretacia:

y1= 7x-10 (priamka - ruZovou farbou)

Y2 = -cx c¢:-7,4,1 (zvdzok priamok fialovej
farby prechadzajuci bodom [0,0])

ys=7x; c= -7 (priamka vykreslena modrou
farbou, je rovnobezna s y-)

c+2x=(1+4x)/2

Riesenie:

c+2x =(1+4x)/2

2c+4x=1+4x

2c=1; ak c=1/2 potom existuje nekonecne
vela rieSeni,

ak c#1/2 rovnica nema riesenie
Geometricka interpretacia:

yi=c+2x; c:-3,3,1 (rovnobezné priamky)
yo= (1+4x)/2 priamka rovnobezna s y;

RieSenie:

J2x-3z xte

2x-3=x+c

x=c+3 [0 x=>3/2 Ox=>-c[Jc=>-32;
ak ¢ <-3/2 rovnica nema riesenie
Geometricka interpretacia:

yi= «/2x- 3 (ruZova krivka)

yo=~xt+ ¢ ¢:-5,7,1 mnoZina modrych
kriviek, z ktorych niektoré pretinaji y1 v
zavislosti od parametra c a iné nie, ak c<-3/2

RieSenie:

2
- -1
X - X x(x )=c

cl]
X X

(x-1)=c [ x=c+1;

neexistuje také c, pre ktoré by bola
mnozina rieSeni prazdna; P =[]

Geometricka interpretacia:
2

Y1 = ad ( priamka - modra farba)

y2=¢

(mnoZina rovnobezZnych priamok -ruzova)
VZzdy existuje priese¢nik priamky yq
S priamkami z mnoZiny y;=c

Obr.8.4:Rovnice s parametrom rieSené programom Graphmatica




PrikLaD 8.4

Pre ktoré hodnoty parametra a maju rovnice nekoneéne vela rieSeni:

x _ 2x
3 4
e ax +7=2(5+x)
RIESENIE
x _ 2x o ax +7=2(5+x)
3 a4

RiesSenie:
2
i = _x 0 ax = 6x
3 a
x(a-6)=0 = x=0 alebo
ak a=6 potom rovnica ma

nekonecne vela rieSeni
Geometricka interpretacia:

y1 = x/3 (priamka - modré farba)

Y2 =2x/a (zvédzok priamok - ruzova)
Priese¢nikom priamok je vZdy bod
[0,0] okrem pripadu a=6; priamky su
totoZne.

RieSenie:

ax +7=2(5+x) [J x(a-2) =3

x= 3/(a-2)

ak a = 2 potom rovnica nema rie$enie
neexistuje také a, aby mala rovnica

nekonecne vela rieSeni

Geometricka interpretacia:

y1 = ax +7 (zvdzok priamok v bode [0,7]- modra
farba)

y2= 2(5+x) (Cervena priamka)

Nemdze nastat pripad, Ze y; bude totozna s y-
¢o je nutna podmienka, aby mala rovnica
nekonecne vela rieSeni.

Obr.8.5: RieSenie prikladu.8.4 programom Graphmatica
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