11 Exponencialne funkcie

Metodicky zamer

V tejto kapitola sa budeme zaoberat vlastnostami a aplikaciami exponencialnych
funkcii. Tieto funkcie mézu byt pouzité ako matematicky model pre mnohé situacie
suvisiace s problematikou rastu &i poklesu veli€in z réznych oblasti Zivota. M&éZeme ich
vyuzit napriklad pri Stadiu rastu populacie, rychlosti Sirenia sa epidémii, finanéného
rastu, pol€asu rozpadu radioaktivneho materialu a dalSich. Prave takymito aplikaciami
sa pokusime Studentov motivovat, aby sme vzbudili ich pozornost a posunuli ich od
mrazivého nezaujmu a lahostajnosti k aktivnemu poznavaniu a pochopeniu uvedeného
pojmu.

Problematike exponencialnych funkcii sa Studenti venuju v 2. ro€niku (sexte)
gymnazia hned po téme Mocniny a odmocniny (vyrazy, rovnice a nerovnice
s mocninami a odmocninami). Prave neformalne porozumenie pojmu exponencialna
funkcia, poskytne Studentom viac kompetencii pri rieSeni matematickych problémov
s nim suvisiacich. Inovativny pristup s prispenim pocita¢a kladie déraz na vizualizaciu
a ziskanie nahlfadu na vSetky spomenuté pojmy a poskytuje mnoho motivaénych
podnetov. Na uUvod sme vybrali slovnu ulohu, pri rieSeni ktorej Studenti odhaluju,
Specifikuju a matematicky zapisuju zaujimavua funkéna zavislost. Pomocou Excelu
nasledne zostroja jej graf.

Druha aktivita sluzi ma precviCovanie a fixovanie vedomosti tykajucich sa tvaru
grafov avlastnosti jednotlivych typov exponencialnych funkcii. Po kratkom
samostatnom badani nasleduje spolo€né férum; diskusia o ziskanych vysledkoch.

Tretia uloha prezentuje problém z praxe, ktory dokaze Studentov zaujat
a motivovat, predstavi im exponencialnu funkciu, ako matematicky model réznych
situacii a funkénych zavislosti.

b d

% Co by mal $tudent vediet - struény sylabus
Funkcia f uréena predpisom, ktorym sa kazdému realnemu Cislu x priraduje Cislo:
y =a* kde a > 0; a # 1 sa nazyva exponencialna funkcia so zakladom a.
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* _Grafom funkcie y=a* je * Z monotonnosti exponencialnej

exponencialna krivka; funkcie vyplyva;
* D(f)=R;Hf) =R * Pre kazdé x,y[JR plati:
e Aka>1je y=a‘rastuca na R; X=y - a‘'=a (a>0, az1)
« AkO<a<1, jey=a"klesajicanaR X<y a<a (a>1)
 Funkcia y = a* je prosta na_celom D(f) X<ye @>a (0<a<f)
] * Existuje k nej inverzna funkcia:
f': y =loga.x;

 Kazda funkcia y = a* je zdola
J ohraniéena;
e prechadza bodmi [0, 1] a [1, a];
a>1; 0<a<1; * 0s xje jej asymptotou;
* Pre kazdé realne x pri kladnom
zaklade a plati: a* >0

@

PrikLap 11.1

Riesené priklady

Pocet baktérii v istej kolonii organizmov sa kazdu pol hodinu zvacsi o 560%. O desiatej
hodine mala kolénia 500000 jedincov.

a) Zapiste funkénu zavislost poctu jedincov N(t) kolénie od ¢asu t [hod].

b) UrCite pocletnost koldnie v polhodinovych intervaloch v ¢ase od 6:00 do 20:00.

¢) Kolko jedincov mala kolonia o 713:30 ?

d) O ktorej hodine presiahne pocet ¢lenov kolénie 5 000 000?

RIESENIE

Prvym krokom je vytvorenie matematického modelu uvedenej situacie. Opisana
funkéna zavislost nas privadza k exponencialnej funkcii kde a>0; N(t) = 500000.1,5";
ktora ma rastuci charakter. Za t=0 volime pocet jedincov o 70:00. Ak nas teda zaujima
mnozstvo ¢lenov koldnie povedzme o 7:00, bude vhodné dosadit za t = -3, naopak pri
zistovani poctu jedincov o 12:00 bude hodnota {=2.

Pri- tvorbe grafu vyuZzijeme tabulkovy procesor Excel, nesmieme zabudnut na
vhodné formatovanie buniek (v stlpci A vyuzijeme format "¢as"). Nasledne aplikujeme

Sprievodcu grafom tabulkového procesoru Excel na vytvorenie pozadovaného grafu.

| aktivita | zapis v_excelovskom harku | reprezentacia na obrazovke pogitaca




A B ©
. . 1 |hodina t Mit)
vytvorenie | « Do stipca A - bunky 2| Em -4 98765 43
tabulk . X At 3 B30 35 120962 5
y A2'A§O cas (pouflle”,]e 4 700 -3 145148,1
format bunky typu "¢as" v | s 730 25 1814437
tvare hodm|n) 5] a:00 W2 2222
, ’ 7 830 15 2721655
e Do stlpca B - bunky ] 9.00 -1 3333333
. e 9 9:30 05 408248 3
B2.B3Q vI'02|me hodr)oty S5 To00 S B
nezavislej premennej t 1] 1090 05 6123724
& ¢ i 12 11:00 1 750000
(¢as) podla hgreuvedenej e — 75 sia58 7
dohody (vyuzivame 14 1Z00 2| 1125000
funkciu Excelu "Rady") (ol 1250 25 1377630
. 16 13:00 3 1687500
* Do stlpca C -do bunky C2 | 17| 1330 35 2066757
> AAA 18 14:00 4 2531250
vlozime funkéné hodnoty 51130 5 5101%
v tvare: 20 15:00 5 3796875
= * 21 158:30 55 4B50203
5000(?0 EXP(BZ) . 22 16:00 B 5E95313
* prekopirujeme do buniek 23| 1630 G5 B975305
C3C3O 24 17:00 7 B5420E0
* vyberieme z Menu
vytvorenie Sprievod f 6000000 TN
prievodcu gratom, 5500000 1 L HH 1l
grafu zvolime typ grafu- 5000000 HULHHH UL
funkcie i v 4500000 ot (H T
stipcovy _ 4000000 U UL
« stlaCime "Dalej", 3500000 HHHHHHHHHAHH
L 3000000 HHHHHHHHHAHH
. qeflpweme Rozsah 2500000 T
udajov 2000000 HHHHHHHHHEHH
e pokradujeme cez oy ittt
Moznosti grafu a 500000 W m U
Dokonéit, 0n\n\nwnwnwnwwwwwww\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
O O O O O O O N O
& 670 g 00 1S s

* Analyza grafu a zavery:

a) Matematicky model funkénej zavislosti po€tu jedincov koldnie N(t) v Case t je
vzorcom : N(t) = 500000.1,5'

b) Riesenie tejto Casti ulohy najdeme vo vysSie uvedene] tabulke.

c) O 13:30 mala kolénia priblizne 2 066 757 jedincov.

d) Hranicu 5 000 000 presiahne kolénia medzi 15:30 a 16:00 hod.

dany

Obr.11.1: RieSenie prikladu 11.1

PrikLaD 11.2

Narysujte vzdy do jedného obrazku uvedené grafy funkcii. V ulohach a), b) pri kazde;j
skupine funkcii urcite D(f), H(f), elementarne vlastnosti tychto funkcii. V tlohe c) pouzite
pocitatovy program ako naslednu autokontrolu samostatne nacrtnutych grafov.

a)

o« y=2
oy =10¢
e y=3+2
b)
* y=(02)

o y=(13)




* y=(0,1)+3

c)
e y= 3%
. y= 3%
. y= -3
. y= -3
RIESENIE
PouZijeme program Graphmatica, aby sme ziskali tak grafy funkcii, ako aj
B
tabulky prislusnych funkénych hodnét pomocou tlacidla . V Casti ¢) su uvedené

velmi frekventované tvary exponencialnych funkcii, pri vizualizacii ktorych sa Studenti
dopustaju chyb najCastejSie. Pri ich zostrojovani vyuZivame uZz zname pravidla o
transformaciach grafov funkcii.

7 Equation(s):
7 y=2"x(1)
y=10%"x (2)
g =3""x+2 (3)
X y y2 y3
° -3,5 0,0884 10,0003 2,0214
-30 0,425 0,000 2,037
: 25 01768 0,0032 2,0642

-2,0 0,25 0,01 2,111

2 -1,5 0,3536 0,0316 2,1925
—// -1,0 0,5 0,1 2,3333
2 -0,5 0,7071 0,31 2,5774

0 1,0 1,0 3,0
. 05 14142 31623 3,7321

10 20 100 50

—_— 3 15 28284 31,62 7,19
20 40 1000 11,0
25 56569 3162 17,58

30 80 1000,0 29,0

3,5 11,3137 3162,2 48,7654

Zévery: 4,0 16,0 10°4 83,0
L ) o 45 2262  3,1x1074 142,29

» funkéné hodnoty su kladné Cisla, 5,0 32,0 105 2450
e : P ; X 55 4525  3,1x10%5 422,88

. deflnlf:ny oborljewmnozma reeflnych Cisel, 60 64.0 10% 7310
» funkcie nemaju Ziadne nulové body, 65 90,50  3,1x10%6 1264,66

7,0 128,0 1077 2189,0

* vSetky funkcie su rastuce pre a>1; (Cim
vacsSie a tym prudsi rast),

» funkcie su ohrani¢ené zdola,

» funkcie su prosté

\

Equation(s):

y=(0,2)"x (1)

y=(1/3)"x (2)
=(1/10)**x+3 (3)

Y
& X y y2 y3
35 27950 46,54  3165,27
25 5517 1558 319,22
20 250 9,0 103,0
10 50 3,0 13,0
05 22361 1,7321 6,162
0 1,0 1,0 4,0
0,5 0,4472 05774 3,3162
i e 1,5 00894 01925 30316
2,0 0,04 0,111 3,01

-3,0 125,0 27,0 1003,0

-1,5 11,18 5,19 34,62
A 1,0 0,2 0,3333 31

2,5 0,0179 0,0642 3,003




Zavery: 3,0 0,008 0,037 3,001

v X : 5 i 35 00036 00214 3,0003
» vSetky funk&né hodnoty su kladné Cisla, 20 00016 00123 30001

* definiény obor je mnoZina R, 45 0,0007 0,0071 3,0
o . . 5,0 0,0003 0,0041 3,0
* exponencialne funkcie pre 0<a < 1 su
klesajuce,

« funkcie su ohrani¢ené zdola,
» funkcie su prosté.

Equation(s):

y=3"x (1)

y=3"(-x) (2)
=-(3"x) (3)

. x y y2 y3

: — 70 0,005 2187,0 -0,0005
60 00014 7290 -0,0014
50 00041 2430  -0,0041
40 00123 810  -0,0123
30 0037 270  -0,037

-2,0 0,1111 9,0 -0,1111
-1,0 0,3333 3,0 -0,3333
0 1,0 1,0 -1,0
1,0 3,0 0,3333 -3,0
2,0 9,0 0,1111  -9,0

3,0 27,0 0,037  -27,0
4,0 81,0 0,0123 -81,0
5,0 243,0  0,0041 -243,0
, 6,0 729,0 0,0014 -729,0
Zavery: 7,0 2187,0 10,0005 -2187,0

e graf funkcie y = 3 ** je obrazom grafu
funkcie y =3 v osovej sumernosti podla
0Si X,

e graf funkcie y = -3 je obrazom grafu
funkcie
y = 3* v osovej sumernosti podla osi y,

» graf funkcie y = -3* je obrazom grafu
funkcie y = 3* v osovej sumernosti podfa
osi y

Obr.11.2: RieSenie prikladu.11.2 programom Graphmatica
PrikLap 11.3

Ista spoloCnost’ zaregistrovala, Ze po skonéeni reklamnej kampane zacina klesat’ odbyt
jej produktov, priCom rychlost poklesu predaja je taka, ze mnozstvo predanych vyrobkov
S x dni po skon€eni reklamnej kampane vyjadruje funkcia:
S =2000(2°%)

Zostrojte graf tejto funkcie a rozhodnite:
a) Kolko priblizne vyrobkov preda spoloCnost 10 dni po skon&eni

reklamnej kampane?
b) Kolko vyrobkov sa predava 80 dni po skon¢eni kampane?
c) Kedy musi spolo¢nost’ spustit novu reklamnu kamparni, ak nechce aby jej

predaj klesol pod hranicu 500 vyrobkov?

RIESENIE
Pri rieSeni vyuzijeme opat tabulkovy procesor Excel. Tabulka a graf poskytnu
vyCerpavajucu odpoved na vSetky polozené otazky.

| &innost | zapis v Exceli | reprezentacia na obrazovke




vytvorenie |« do stipca A; buniek S(x)
tabufky A2:A20 viozime x- podet | pocet
hodnot hodnoty argumentu dni vyrobkov
x (pocet dni) 0 2000
funkcie, 5(1414,214
+ do stipca B; bunky 10 1000
B2 vlozime funké&nu 15| 707,1068
hodnotu v tvare: 20 500
= 2000*POWER(2;-0,1*A2) 25 | 353,5534
« prekopirujeme do 30 250
buniek B3:B20, 35| 176,7767
40 125
451 88,38835
50 62,5
55144,19417
60 31,25
65| 22,09709
70 15,625
75111,04854
80 7,8125
vytvorenie 500
grafu

funkcie S(x) 2000 &
unkcie o(X - '\
1000 \

500 \

» Zavery a interpretacia grafu:

Ziskany graf a tabulka naznacuju:

a) po desiatich dhoch preda spolo¢nost 1000 vyrobkov,

b) 80 dni po skon&eni kampane sa predava priblizne 7 vyrobkov denne,

¢) novu kampan musi spolo¢nost spustit po 20 drioch, vtedy totiZ predaj
dosahuje 500 vyrobkov

Obr.11.3: RieSenie prikladu 11.3 v Exceli
PrikLap 11.4

Na dlhej ulici mame banku &islo 1, banku ¢&islo 2,...banku €islo k, aZ po banku €islo 365.
V banke dislo k pripisuju uroky k-krat ro€ne a to vzdy vo vySke jednej k-tiny aktualneho
vkladu.

a) V ktorej banke budeme mat po roku najviac penazi?

b) Budeme mat v niektorej banke po roku viac ako 3 - nasobok vkladu?

RIESENIE

Cielom tejto aktivity je dynamickym spésobom pomocou procesoru Excel
vygenerovat Cislo e — zname ako Eulerovo Cislo. Vdaka pocitacu elegantne a rychlo
poodhalime Studentom, odkiat' sa tato tak frekventovana matematicka konstanta vzala.
Najskor treba vytvorit matematicky model ulohy:

Ak na zaCiatku vlozime do k-tej banky z korun tak po roku v nej budeme mat’
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z. (1 + 1/k)* korun. Na vypocitanie &isla f(k) = (1 + 1/k)* pouzijeme tabulkovy procesor
Excel. Cislo f(k) totiz vyjadruje pomer vkladu na konci roku k vyske vkladu na zagiatku
roku. Uloha je tieZ vybornou predpripravou pre pochopenie pojmu konvergencie. Vdaka
tabulke vytvorenej v Exceli Studenti moézu velmi dobre pozorovat, ako sa pre k- «
hodnota f(k) ustaluje na istom Cisle, ktorym je Eulerova konstanta e. Popri ma ije e
jednou z najvyznamnejSich matematickych konstant. Je tiez zakladom prirodzeného
logaritmu In.

« Do stipca A vlozime postupne &isla 1 az 365 (vyuzijeme 1 2
funkciu Rady). 2 2,25
« Do stipca B; do bunky B1 vloZime f(k) v tvare: 3| 2,37037
=POWER((1+1/A1); A1). 4| 2,441406
» Prekopirujeme do buniek B2:B365. 5| 248832
e Uvadzame zaciatok a koniec ziskanej tabulky 6| 2521626
hodndbt 7| 25465
8| 2565785
9| 2,581175

Zavery:

Z tabulky vyplyva:

e ¢im ma banka vySsie Cislo; teda ¢im CastejSie pripisuje
uroky, tym je pre vkladatela vyhodnejsia,

* kedZe f(365) < 3tak aj f(k) < 3 pre vSetky k/7< 0; 365 >,

356 | 2,714474
357 | 2,714484
358 | 2,714495

* hodnota f(k) sa postupne ustaluje, blizi sa k akejsi 359 | 2714506
hrani¢nej hodnote, 360 | 2714516
* ak by sme pokracovali vo vypocte dalej a zobrali by sme 361 | 2,714526
do uvahy dalSie k, dostali by sme hodnotu, ku ktorej f(k) 362 | 2714537
konverguje a ktorou je Cislo e =2,71828... 363 | 2.714547

364 | 2,714557
365 | 2,714567

Obr.11.4: Odkial sa vzalo ¢&islo e?

PrikLaD 11.5
Rieste graficky sustavu rovnic:
a) b)
y=0,5*+4 y = 3.e*
y+4x=6 3x +y-1=0
RIESENIE

OE=)

Vhodny didakticky softvér je vybornou pomocou pri rieSeni rdznych typov sustav
nelinearnych rovnic. Tam, kde zlyhavaju klasické metddy rieSenia, otvara sa priestor pre
numerické alebo grafické pristupy. Takéto ulohy nie su samoucelné. Umoznuju
pripomenut a ozivit vedomosti Studentov o grafoch roéznych funkcii, s ktorymi uz
v minulosti pracovali. Pri rieSeni  nelinearnych sustav rovnic vyuzijeme pocitaCovy
program EG a jeho schopnost vyhladat, oznacit a vyc€islit prieseCnik grafov dvoch

X

funkcii, ktoru aktivujeme tlacidlom na paneli nastrojov.




y=08x1
=64x

T \ 2
y=05+4 y = 3.e¥
y+4x=6 3x+y-1=0
e y1=0,5"x+4 and y2=6-4x o y1=3*e”(5x) and y2=1-3x
Intersection: Intersection:
y =4,814262341 for x = 0,2964344148 y = 1,440269305 for x = -0,146756435
* RieSenie: P={0,2964)} * RieSenie: P={-0,1467}

Obr.11.5: Grafické rieSenie sustav nelinearnych rovnic programom EG

Cielom v8etkych uvedenych aktivit bolo poukazat na moznosti vyu€ovat

nastolend tému putavejSie a efektivnejSie vdaka vyuzitiu pocitacovych technolégii.
Metdda "learning by doing", pri ktorej si Studenti s prispenim pocitaa sami konstruuju
svoje poznanie a tak ziskavaju neformalne a dobre aplikovatelné vedomosti je pri
vyu€ovani exponencialnych a logaritmickych funkcii velkym prinosom. Umozni im
vdaka vizualizacii a nazvime to pomocou pracovnej terapie "dotknut’ sa tychto pojmov"
a odburat tak strach, ktory v nich ¢asto vyvolavaju.
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