3 Linearna funkcia

=
S linearnou funkciou, teda funkciou tvaru y = ax+b, sa ziaci stretaju po prvykrat v
9. roCniku zakladnej Skoly. Vedia uz tiez, Ze jej grafom je priamka. Spoznavaju, Ze
linearnost’ je vlastne rovnomernost a linearnu funkciu vyuzivame na reprezentovania
takych dejov okolo nas, u ktorych tuto rovnomernost pozorujeme. Ak teda registrujeme,
ze prirastok funkénej hodnoty za  "jednotku" (obycCajne &asu) je rovnaky, mame
doCinenie s linearnou funkciou. S linearnostou vieme tiez velmi lahko narabat, je to
pristupny nastroj ako vytvorit matematicky model istych javov okolo nas. Nasledujuci
scenar vyucovacej hodiny ma za ciel fixovanie a integrovanie vsetkych informacii
suvisiacich s tymto pojmom na Urovni SS. Téma sa prebera v ramci celku Funkcie,
rovnice a nerovnice | v 1.ro€niku gymnazia (kvinte). Neformalne porozumenie kfu€ovych
pojmov je predpokladom pre nasledné uUspesSné rieSenie rovnic a nerovnic
s absolutnymi hodnotami a tiez systémov linearnych rovnic s dvoma neznamymi.

>

% Co by mal student vediet — struény sylabus
Linearna funkcia je kazda funkcia ur€ena predpisom y = ax + b, kde; a,b [/R; a Z0;

Ak a = 0 funkcia je konStantna.
Grafom kazdej kazdej linearnej alebo konstantnej funkcie je priamka.

Konstantna funkcia Linearna funkcia
a=0 a>0 a<o
D(f) =R; H(f)=b D(f) =R; H(f) =R D(f) = R; H(f) =R
nie je prosta rastuca klesajuca
ohrani¢ena [Ux R nie je ohrani¢ena nie je ohrani¢ena

ma maximum aj nema extrémy nema extrémy

minimum . . - — .
nuloveé body; f(x) = 0= x =-b/a | nulové body;f(x)=0 ~ x =-b/a

Riesené priklady
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PrikLap 3.1

Pomocou didaktického softveru narysujte do jedného suradnicového systému subor
grafov linearnych funkcii Specifickych vlastnosti. Pozorujte a analyzujte ziskané grafy.
Vysledky pozorovani zovSeobecnite a zapiSte do tabulky. UvaZujte nasledujuce

pripady:
a) Koeficient a = 0 rézne hodnoty koeficientu b:
e y= 0
. y= 2
. y= -3
. y= 3,2
b) Koeficient b = 0, r6zne hodnoty koeficientu a
. y= 5x
. y= -3x
e y=-1,25x
] y: X
c) Koeficient a > 0 - totozny, rézne hodnoty koeficienta b
e y=3x+2
e y=3x-4
e y=3x
e y=3x-21
d) Koeficient a < 0 - totozny, r6zne hodnoty koeficienta b
o y=-2x+1
e y=-2x-3
o Y= -2X
o y=-2x-1,25
e) Koeficient b je totozny, ré6zne koeficienty a
e y=-3x+2
o y= 4x+2
. y= x +2
. y= -X +2
RIESENIE

Vyuzijeme program EG a zostrojime vzdy grafy niekolkych funkcii s urCitou
vlastnostou do toho istého okna Graph. Motivujeme Studentov, aby sa snazili do
vyslednej tabulky zapisat’ o najviac zaverov svojich pozorovani. Zameriame sa aj na
nulové body funkcie. Je dobre, ak sa Studenti naucia vnimat suvislost medzi rieSenim
rovnice (hfadanim korefov rovnice f(x) = 0, kde f(x) je lubovotna funkcia a uréovanim
nulovych bodov prisluSnej funkcie y = f(x). Pozitivom prace s pocitami je aj fakt, ze
umoziuju Studentom pracovat s vacsim mnozstvom konkrétnych modelov ako pri
klasickom vyu€ovani atak zefektivnit vyuCovaci proces. Vo finalnej faze hodiny
prezentuju Studenti svoje vysledky pred spoluziakmi, zddvodriuju svoje zavery. Pri
prezentacii dbame na exaktné matematické vyjadrovanie, primeranu argumentaciu.

sada funkcii reprezentacia na obrazovke zavery pozorovani
pocitaCa
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ak a = 0, grafom linearnej
funkcie je priamka rovnobezna
S OSOU X;

funkcia je ohranicena,
konstantna

y= 5x Z ak b = 0, tak priamka, ktora je

y=-3x grafom funkcie y=ax

y=-1,25x prechadza pociatkom

y= X suradnicového systému,
naviac, ak a > 0 priamka zviera
s osou x ostry uhol, funkcia je
rastuca
ak a <0, priamka zviera s
osou x tupy uhol, funkcia je
klesajuca

y=3x+2 7 ak maju linearne funkcie

y=3x -4 : // totoZznd hodnotu koeficientu a,

y=3x ) potom ich grafmi su navzajom

y=3x- 2,1 Y rovnobezné priamky,
pretoze a > 0, funkcia je
rastuca
funkcie pretinaju os y v bodoch
[0,b] a 0s x v bode [-b/a,0]

y=-2x +1 z analogicky ako v

y=-2x-3 \\ predchadzajucom pripade,

y=-2x grafmi su rovnobezné priamky,

y=-2x-1,25 - kedze a < 0 funkcie su
klesajuce
funkcie opat’ pretinaju os y v
bodoch [0,b] a os x v bode
[-b/a;0]

y=-3x+2 v tomto pripade totozna

y= 4x +2 hodnota argumentu b u

y= Xx+2 v8etkych funkcii spdsobi, Ze

= -x+2 vSetky grafy maju s osou y ten

isty priese¢nik, opat je nim
bod [0.5]

dalSie vlastnosti jednotlivych
funkcii zavisia od hodnoty
argumentu a

Obr.3.1: Riesenie prikladu 3.1




PrikLaD 3.2

Marta preSla za 4 hodiny 50 km. Najprv iSla pe3o, potom chvilu odpoc€ivala a kochala sa
krasnym vyhladom, neskér stretla kamaratku na bicykli, ktora ju odviezla na autobusovu
zastavku. ZvySok cesty iSla autobusom. Tabulka prezentuje informacie o Martinej ceste.

Cas(hod) 213 |3 |4
5

draha(km) |17 |1 [20 |5

0 |0 0

a) Zostrojte graf popisujuci cestu Marty podla vysSie uvedenej tabulky!

b) Akou rychlostou iSla Marta v jednotlivych etapach cesty?

c) Zapiste drahu prejdenu Martou na jednotlivych usekoch cesty pomocou  vzorca.
RIESENIE

- Pri rieSeni ulohy vyuZijeme tabulkovy procesor Excel. Grafom funkcie, ktora opisuje
Evinu cestu bude lomena Cdiara, jednotlivé Useky cesty budu reprezentované rdéznymi
linearnymi funkciami. Definiénym oborom parcialnej linearnej funkcie bude vzdy urcity
Casovy interval. Pri rieSeni teda Studenti vytvoria hned niekolko predpisov linearnych funkcii
pouzijuc vzdy dva zvolené body, leZziace na grafe funkcie. Takymto prikladom z praxe
priblizime pre Studentov ,natypické“ grafy funkcii, ktoré su dané viacerymi predpismi na
réznych intervaloch. Tato, v podstate mala anomalia, je pre Studentov Castym zdrojom
nepochopenia.

zapis v Exceli reprezentacia na obrazovke poditaca

« vyuZijeme dva stipce A a martina cesta
B v excelovskom harku,
do ktorych vloZime udaje 60
z tabulky % /"

« Pomocou Sprievodcu o ;‘g /
grafom vytvorime 3 4
Ciarovy graf 10 —o

0 /v ‘ z
0 1 2 3 3,5 4

« do bunky C2 vloZime Cas(t/hod) Dréha Rychlost’
=(B3-B2)/(A3-A2) (s/km)

* prekopirujeme do buniek 0 0 0
C3:C7 1 5 5

« v stipci C ziskame udaje g ;g g
o rychlosti 35 20 20

4 50 60

Zavery:

* naintervale <0,2> pouZijeme body [0,0] a [2,10] pre vypocCet koeficientov a,b vo
vzorci y=ax+b. Po dosadeni dostavame hodnoty b =0, a = 5; teda

e [Jx[71<0,2 > plati predpis y=5x

e [Ix[J<2,3 >platiy =10

e [Ix[1<3;3,5 > plati y=20x -50

* [Ix[1<3,5;4 >plati y = 60x -190

Obr.3.

2: RieSenie prikladu 3.2
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PrikLap 3.3

Narysujte graf funkcie f(x)danej predpisom:
O0x[( -c0, -3 ) plati f(x) = 2x+5
[Ox[0<-3,3 > plati f(x)=2x
Ox(3,00) plati f(x) = 2x-5

RIESENIE

Uloha opaéna k predchadzajlcej (pozname predpis funkcie na jednotlivych intervaloch,
chceme ziskat jej graf), inak pomerne jednoducha, pre mnohych Studentov znamena

dost velky problém, povazuju ju za nestandardnu.

Pri jej rieSeni vyuZijeme na

vytvorenie tabulky hodnét logicku funkciu /F zabudovanu v tabulkovom procesore
Excel; dalej postupujeme uz znamym spésobom pomocou Sprievodcu grafom ako uz
bolo popisané vyssie.

zapis v Exceli + reprezentacia na obrazovke pocitaca

generujeme obor funkénych hodn6t
funkcie f(x)

definiény obor funkcie f(x) vlozime do
stipca A,

pouzijeme diferenciu Ax = 0,2 a funkciu
Rady pre jednoduché vlozenie
argumentov

do bunky B2 vlozime formulu:
=IF(A1<-;2*A1+5;IF(A1<=3;2*A1;2*A1-5))
prekopirujeme do B2: B72

X f(x)

-5 -5
-4,8 -4,6
-4,6 -4,2
-4,4 -3,8
-4,2 -3,4

-4 -3
-3,8 -2,6
-3,6 -2,2
-3,4 -1,8
-3,2 -1,4

-3 -6
-2,8 -5,6
-2,6 -5,2
-2,4 -4,8

pouzijeme Sprievodcu grafom funkcii a
vytvorime Ciarovy graf

8
6
4
2
0
-2
4
-6
-8

V4

A7
a4
A

5433-2-;.’"(;12345

Obr.3.3:Riesenie prikladu 3.3

PrikLap 3.4




Nakup v cene 71158k bolo zaplateny patkorunackami, desatkorunackami a
dvadsatkorunackami. Bolo pouzitych spolu 8 minci a bankoviek. Kolko bolo jednotlivych
minci a bankoviek danej nominalnej hodnoty?

RIESENIE

ﬁ Tato, ako aj vSetky dalSie ulohy zaradujeme do vyucovacieho procesu v jeho

fixaCnej faze. Cielom uloh je zdoraznit' suvislost medzi linearouj funkciou a linearnou
rovnicou s dvoma neznamymi, ktora Casto sluzi ako matematicky model pri rieSeni
réznych slovnych uloh. Prikladmi tohto typu upozornime Studentov na paralelu medzi
diofantickymi rovnicami s dvoma neznamymi, linearnou funkciou a vSeobecnou rovnicou
priamKky - z metodického hladiska délezité vnimanie vzajomnych suvislosti medzi
tymito pojmami.

V procese rieSenia vytvorime matematicky model slovnej Ulohy. Programom
Graphmatica ziskame graf linearnej rovnice s dvoma neznamymi. KedZe poc€et minci a
bankoviek musi byt prirodzené &islo zaujimaju nas tie usporiadané dvojice vyhovujuce
rovnici ax+by = ¢, kde x,y[J N. Tabulka hodnét, ktora vypiSe program Graphmatica
umozni najst rieSenie ulohy.

vytvorenie X - pocet 5 -korunacok,
matematického | y- pocet 10 - korunacok
modelu slovnej | (8-x-y) - pocet dvadsatkorunacok
ulohy
5x +10y +(8-x-y).20 =115
5x+10y+160-20x-20y = 115
-15x - 10y = -45
15x + 10y = 45
3x+2y=9 = y=(9-3x)/2
vytvorenie e do combo boxu Equation(s):
grafu linearnej zapi$eme linearnu y=(9-3x)/2
funkcie funkciu v tvare X y
y=(9-3x)/2 y=(9-3x)/2 -150 27,0
«  pouzijeme tladidlo an e
Enter, alebo ceruzku z 120 225
listy programu _18;8 f;:g
%] Graphmatica - Untitled ) J 9,0 18,0
File Edit Yiew Options Tacls N
D WS %| 50 120
TR E AN R
v (9 - 3xm)/2 30 %0
e pomocou tla¢idla 080
Table aktivujeme 10 30
tabulku hodnét a 2,0 1,5
ziskame usporiadané o0 %
dvojice [x,y], ktoré '
vyhovuju na$ej rovnici
Riesenie:
spomedzi usporiadanych dvojic naSim pozZiadavkam a podmienkam vyhovuje prave jedna:
pocet patkorunacok x= 1
pocet desatkorunacok y = 3
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pocet dvadsatkorunacok (8-x-y) = 4
Skuska spravnosti: 5.1+3.10+4.20 =115 v

Obr.3.4: RieSenie prikladu 3.4
PrikLAD 3.5

V istom podniku "Unitrans" cena y (v Sk) za prepravu nakladu po Zeleznici do
vzdialenosti x (km) sa vypocita podla vzorca y = 300+2,56x, kym naklady (cena) za
preprava toho istého tovaru kamionom sa vypocitaju podla vzorca y= 200+5x.

a) Zvolte vhodné jednotky na oboch suradnicovych osiach, prezentujte grafom zavislost
nakladov y prepravy nakladu zeleznicou aj kamiénom od vzdialenosti x7(0 km,90 km)
b) Na aku vzdialenost sa viac oplati vyuzivat prepravu po Zeleznici?

RIESENIE

Opat ide o slovnu ulohu, poukazujucu na vSestranné vyuzitie linearnej zavislosti v praxi.
Jej ciefom je zaujat a motivovat' Studentov. Pri riedeni pouZijeme program EG a jeho
dalSiu schopnost vyznaCenia a vyCislenia prieseCnika  grafov dvoch  funkcii

X

aplikovanim  tlagidla na hlavnej liste programu V priklade bude nutné
rispdsobit’ mierky na oboch osiach pomocou okna Range alebo prostrednictvom lupy
Al _ : . :
— | Pri automatickom spusteni kresli¢a grafov sa grafy nezobrazia (zakladné
nastavenie rozsahu na suradnicovych osiach to neumozni), nakolko ich definicné obory
a obory hodnét su D(f)<0,500>; H(f)= <200,2000>. Program EG totiz pri automatickom
spusteni kreslenia pouzije rozpatie

x[0<-7,7> ayl]<-7,7>

* Spustime program EG a do wf’ e
combo boxu zapiSeme funkény .
predpis y =300+2,5x =

» stlagime Enter

* nasledne vilozime predpis funkcie
y= 200+5x.

o opat pouzijeme tlacidlo Enter

e v pripade, ze pouzijeme lupu na
priblizenie grafu ziskame nie
najvhodnejSie vysledky, ktoré sa
tazko interpretuju

B 2% a4 512 60 768 8%

* pouzijeme okno Range a

prispdsobime mierky na osiach R e T
IIRange @@
Kimin 0 F
Hmax 100 A
Hatep 10 i;
min 0 1=
Ymax 1000 1=
‘Yitep 100 H_l!)
e tlacidlom aktivujeme

vyhladavanie priese€nika grafov




dvoch funkcii, priom nasledne
tahom myskou vyzna&ime oblast
vyhladavania

v okne Log sa objavi hladana
hodnota

y1=300+2,5x and y2=200+5x
Intersection: y = 400 for x = 40

Riesenie:

Hodnoty funkcie y= 5x+200 su vacésie ako hodnoty
funkcie y = 2,5x+300 pre x>40. na vzdialenost
vacsiu ako 40 km sa teda oplati prepravovat tovar
Zeleznicou.

Na kratSie trasy je vhodnejSie vyuzivat kamionovu
dopravu.

Obr.3.5: Riesenie prikladu 3.5




