14 VSeobecné vilastnosti postupnosti

@ Metodicky zamer

S problematikou postupnosti sa stretavaju ziaci vo 4. roéniku gymnazia (oktave)
v ramci tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnice Ill. Nepatria medzi
najobfubenejsie Casti matematiky, pretoze si pomerne naro¢né na pochopenie. Je to
spbsobené aj tym, Ze definicie pojmov obsahuju vela kvantifikatorov, s ktorymi este
Ziaci nemaju dostato¢né skusenosti.

Zvysit efektivitu vyu€by a umoznit Studentom byt aktivnymi objavitemi tychto
pojmov mézeme integrovanim niekolkych aktivit v poCitacovej ucebni

VSeobecné vlastnosti postupnosti; predovdetkym definicia limity postupnosti je
Studentmi omnoho lepSie chapana, ak tento pojem za pomoci pocitata primerane
vizualizujeme. Tak ako pri funkciach, mézeme aj grafy postupnosti modelovat
prostrednictvom tabulkového procesora MS Excel. Studenti maju tak moznost sami
odkryt v dynamickom procese ¢innosti pojmy ako monoténnost, ohrani¢enost
postupnosti, limita postupnosti a tieZz vzajomné suvislosti medzi nimi. Ich poznatky

>

% Co by mal $tudent vediet - struény sylabus

¢ Postupnostou realnych isel rozumieme ¢ Monoténnost postupnosti.

e |+ Postpnost [a),  nazsvame
prirodzeny ! Ziny = rastucou, ak kazZdy jej nasledujuci
f.N- R ¢len je vacsi  ako ¢len
. . . 3 h’ jaci; .. @n+1 - n>
Zaplsu1emejuvtvare:{an}n:1. ﬁ;ez“z(; ﬁgzﬁ/ua’ f20.: 81 - 8 > 0 pro
* Vyraz f(n) = a, nazyvame v8eobecnym . Postupnost’{an}::, nazyvame

clenom postupnosti. klesajucou, ak kazdy jej nasledujuci

C¢len je mensi ako Clen

"V p.r!pade, Z © vaStuPnOSt {a”},”zlje vdan.a predchadzajuci; tzn. plati: an+s - an <
svojim n-tym clenom, hovorime Ze je 0 pre kazdé niJN.
dana analyticky. . Kazda zhora (zdola) ohraniCenda

* Postupnost moéze byt dana aj rekurentne; neklesajica (nerastica) postupnost
anv1=an+ 3, ar= 5. ma limitu.

« Ak postupnost {a,}"., konverguje
(tj. ma kone¢nu limitu), potom je

ohranicena.
*  Hovorime, Ze Cislo b je limitoule. Postupnost {a,}’., je ohranitena
postupnosti{an}n:1 ; zhora (zdola). ak [Jk[J R také, Ze pre
(alebo tieZ, Ze postupnost{a,}®. konverguje l\i)setky nON plati:0 a, (< k; (D, (2

k Cislu b), ak pre kazdé ¢ > 0 existuje no tak,
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| Ze pre kazdé n>ny je [la, - b[K &. |

Inovacia vyucovacieho procesu

Studenti, pouzijic MS Excel, ziskaju tabulky a grafy postupnosti, ktoré
analyzuju a formuluju zavery. Pri tvorbe tabuliek vyuzivaju polozku Rady, ktora je
pristupna po vilozeni pociatoénej hodnoty n, naslednom stlaceni pravého tlacidla mysi
(kurzor v tvare ,+“), potiahnuti a vyznacCeni oblasti buniek. Po otvoreni sa okna Rady,
Specifikujeme s akym krokom a po aku koncovu hodnotu sa bude pociatoéna hodnota n
zvacSovat. Tento postup s réznymi obmenami bude vyuzivany vo vacsine prikladov.
Vyhodou tabuliek v Exceli je moznost ich okamzitej ajednoduchej modifikacie;
napriklad nas bude zaujimat ako sa spravaju ¢leny postupnosti v okoli hodnoty n =
1250, bez problému modifikujeme premenni ,n“ vprvom stipci, prisom déjde
k zodpovedajlicej automatickej permutacii ostatnych stipcov tabulky atiez grafu
postupnosti. V priklade 1 a 2 nebudeme postup popisovat detailne, nakolko bude
uvedeny podrobne v prikladoch 3,4,5.

Tabulkovy procesor umoziuje Studentom pozorovat vySSie spomenuté
vlastnosti  postupnosti na konkrétnych numerickych a grafickych modeloch.
Povzbudzujeme ich aby samostatne vyslovili tvrdenia, tykajuce sa vzdjomnych korelacii
medzi vlastnostou ohrani¢enosti, monoténnosti a konvergenciou postupnosti.

RiesSené priklady

PrikLap 14.1

Uvazujme postupnost a, = n/(3n+5). Analyzujte tabulku jej ¢lenov a vyvodte zavery
v zmysle monoténnosti a ohrani¢enosti danej postupnosti.

RIESENIE
n an=n/(3n+5)

1 0,125 an=n/(3n+5)

10| 0,285714286

191 0,306451613 0,35

28] 0,314606742 03 et

371 0,318965517 0,25 f/

46| 0,321678322 02 /

551 0,323529412 0,15 /

64| 0,324873096 0.1

73] 0,325892857 0,05

821 0,326693227 1 —

91 0,327338129 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

100 | 0,327868852 =

109 0,328313253 Zaver: . .

118 0,328690808 Vdaka vizualizacii postupnosti odpoved je

1271 0.329015544 jednoznacna: postupnost’ je ohrani¢ena,

; neklesajiuca ateda  konvergentna, s

rastuicim n sa ¢leny postupnosti
kumuluja okolo éisla 0,333..., limita tejto
postupnosti je 1/3.

Obr.14.1: Vizualizacia rieSenia prikladu 14.1




PrikLap 14.2

Zistite, ktoré z postupnosti:
a) a, =(1+5n)/n,
b) a, = (-1)"/n,
¢) an =sin(1tn/2),
d )an=(-1+2n?)/10n
su monotdnne, zhora (zdola) ohrani¢ené, ktoré z postupnosti st konvergentné?
RIESENIE

Kazdy z prikladov zastupuje istu "triedu postupnosti”, ktoré maju charakteristicku
vlastnost: a) ohrani€ené, konvergentné, b) ohrani¢ené, konvergentné, osciluju okolo
nuly a su€asne sa k nej blizia c) ohrani€ené, nie konvergentné, d) neohraniené,
divergentné.

n a,=(1+5n)/n
L 6 a,=(1+5n)/n
3] 5,333333333
5 5,2 62 .
7] 5,142857143
9] 5111111111 6 e
11] 5,090909091 58
13 ] 5,076923077 56
15| 5,066666667
17 5,058823529 e
19| 5,052631579 5,2 * s %
21] 5,047619048 5 MAAR X R PP
23] 5,043478261 48 ' ' ' |
25 5,04 0 5 10 15 20
27| 5,037037037
. 29| 5,034482759 |74ver:
Postupnost’ a, = (1+5n)/n  je zdola ohrani¢éena, nerastiuca postupnost,
konverguje k Cislu L = 5.




n an=(-1)"/2 a =(yln
1 -1
2 0,500000 "
3 -0,333333 05T,
| %eee
4 0,250000 0 [ oeeateteds
5 -0,200000 o05y¢ 10 20 =0
6 0,166667 1 le
7 -0,142860 s
8 0,125000
9 -0,111111
10 0,100000 . Ziver:
11 -0,090910 Postupnost’ a,= (-1)"/2 je ohraniéend a
12 0,083333 konvergentna, osciluje okolo nuly;
13 -0,076920 limitou je ¢islo L = 0.
14 0,071429
15 -0,066676
=r31 i
n 1 an=sin(pi n/2)1 2 =sin(pini2)
2 0,001593 15
3 -1
2 ~0.003190 16 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ &
5 0,999992 05
6 0,004778 R X X R S
7 -0,999989 05 10 20 30 40
8 -0,006370 1]
9 0,999974
10 0,007963 1.5
11 -0,999968
12 -0,009560
13 0,999946 » Zaver:
14 0,011148 Postupnost’ a,= sin(tn/2) je ohrani¢ena
15 -0,999933 ale nie je konvergentna; jej hodnoty sa
16 -0,012740 kumuluja okola ¢éisel 1 alebo 0 alebo -1.
Priklad je mozné vyuZit na demonstraciu
vety o jednoznacnosti limity.




- 2

:’ | an_(-1+2n )/10n0 ] Graf postupnosti a, =(-1+2n?)/10n

2 14 6000

3 5.1 5000 "

4 12,4 4000 6‘

5 24,5 3000 X,

6 42,6 2000 ‘o‘

7 67,9 1000 ﬂo’—

8 101,6 0 losssssraestt®™ ‘

9 1449 0 10 20 30 40
10 199
22 21274 « Zéver: Postupnost a,= (-1+2n%/10n
23 24311 nie je konvergentnd ani ohraniéend.

Obr.14.2: Grafické rieSenie prikladu 14.2

PrikLap 14.3

Zostrojte graf postupnosti{an}zzl, ktorej Cleny su dané predpisom: a. je aritmeticky
priemer cifier Cisla n. Je tato postupnost’ konvergentna?

RIESENIE




» do bunky A1 — A20 vkladame 1.
cifru &isla, 0 ) ) 1

e do bunky B1- B20 2. cifru Cisla,

e v C3 - C20 realizujeme vypocet g g 7 ; g
priemeru cifier (prikaz 0 2 ’2 2
=PRIEMER(A1;B1)), 0 5 25 5

e nasledne prekopirujeme pomocou 0 6 3 6
praveho tlacidla mysi do zvysSnych 0 7 3,5 7
buniek stlpca. 0 8 4 8

«  V bunke D1 — D20 zapigeme &islo (1’ g 3'5 12
n, ktorého priemer pocitame. 7 ; ? T

« Nasledne vytvorime graf pre polia 1 2 1,5 12
D1-D20 a C1-C20. 1 3 2 13

1 4 2,5 14
1 5 3 15
1 6 3,5 16
1 7 4 17
1 8 4,5 18
1 9 5 19
2 0 1 20
, priemer cifier ¢isla

Zavery:

Postupnost, ktoru takto vytvorime nie : N

je konvergentna. 5 PR

TS D
, ’V ’V v

Obr.14.3: Grafické rieSenie prikladu 14.3

ﬁml

PoCas prace usmerfiujeme Studentov, aby uvazZovali oistom ,ustalovani
hodnét* postupnosti pre n — o v okoli konkrétnej hodnoty; ak toto kumulovanie hodnét
nema Ziadne vynimky (zjednoduSene povedané), potom mdbzeme hovorit
o konvergencii postupnosti. V zmysle definicie teda postupnost zprikladu 3
konvergentna nie je.

V priklade 2a), b) prichadza k akémusi ustaleniu funkénych hodnét. Vsetky &leny
pocnuc od istej hodnoty n sa v pripade postupnosti a) zacinaju zhlukovat okolo Cisla
5, Coraz viac sa k nemu blizia, Tato postupnost je navySe rastiuca a zhora ohraniena.
V priklade b) sa hodnoty stabilizuju v okoli bodu 0 a postupnost’ je opat ohranicena.
Heuristicku besedu so Ziakmu vedieme k formuléacii zaverov:

KaZda zhora (zdola) ohrani¢ena neklesajuca (nerastuca) postupnost ma limitu.

Ak postupnost { an} Z | konverguje (t.j. ma koneénu limitu), potom je ohrani¢ena.
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Plati opa¢na veta? Grafy postupnosti z ulohy 2c), na ktorom vidime ohrani¢enu
nekonvergentnu postupnost poskytuje vhodny kontrapriklad na zdévodnenie tvrdenia:
Opacna veta neplati.

InSpirujuce su aj nasledujuce priklady. Umoznime v nich ziakom prave vdaka Excelu sa
doslova ‘"dotknut sa" tak velmi obavanych formuliek a definicii obsahujucich
kvantifikatory € a o pochopit’ definiciu limity postupnosti a ziskal nie len transmisivne
ale predovSetkym generické vedomosti v tejto oblasti.

PrikLAD 14.4

Nech je dana postupnost {an}::l; an = n/(n+1) a ¢islo L = 1. Dokazte, vychadzajlc

z definicie, ze L je  limitou postupnosti a najdite prislusné n, pre zvolené
hodnoty €=0,02; €= 0,01; £ = 0.005.
RIESENIE
V bunke A1, B1, C1 vyznalime an=n/
zahlavie tabulky. n (n+1) la,- LI
. 1 0,500000 | 0,500000
Do A2 vlioZzime hodnotu 1. 15 0937500 0.062500
Do A3 = A2 + 14 (vyuzijeme 29| 0,966667|0,033333
polozku Rady — krok 14), 43| 0,977273]0,022727
prekopirujeme do pozadovaného 57| 0,982759|0,017241 | ¢ =0.02
poctu buniek stlpca. 71 0,986111|0,013889
Do B2 viozime=A2/(A2+1); gg 8’383333 8’818853
KODITU; snveh ok , ,
:ﬂgggujeme do zvySnych bunie 113 0,991228]0,008772 | € = 0.01
' 127 0,992188 | 0,007813
Do C2 vlozime = ABS(B2-1); 141 0,992958 | 0,007042
skopirujeme do zvySnych buniek 155| 0,993599|0,006410
stlpca C 169 0,994118 | 0,005882
Hladame v tabulke také n, pre ktoré 183 8832822 888232‘?
su splnené pozadované kritéria. Ak 511 07995283 0’004717 =0.005
chceme dosiahnut' lepSiu presnost 2 2 £=>.
vypoctu jednoducho tabulku ;gg 88322;2 8883‘;2?
modifikujeme, pripadne zadame 253 0’996063 0’003937
format buniek vstpci B aC Zaver: : :
s presnostou na Vvacsi pocet aver.
desatinnych miest. Ziskali sme hodnoty:
ne="57 pre £=0.02; no=113 pre €=0.01 a
ne= 211 pre €= 0.005.

Obr.14.4: Numericky model rieSenia prikladu.14.4

PrikLAD 14.5
Dana je postupnost {an}f;:1 rekurentne: a,., = 1+2/a,, a; = 1. Zostavte tabulku hodnét

postupnosti, rozhodnite, ¢i je konvergentna.




RIESENIE

n an O a,-20
1 1 1
2 3 1
3 1,666667 0,333333
4 2,200000 0,200000
5 1,909091 0,090909
6 2,047619 0,047619
7 1,976744 0,023256
8 2,011765 0,011765
9 1,994152 0,005848
10 2,002933 0,002933
11 1,998536 0,001464
12 2,000733 0,000733
13 1,999634 0,000366
14 2,000183 0,000183
15 1,999908 9,15E-05
16 2,000046 4 ,58E-05
17 1,999977 2,29E-05
18 2,000011 1,14E-05
19 1,999994 5,72E-06

Pri zostavovani tabulky vloZime do bunky
A2-A20 poradové Cislo ¢lena postupnosti.
Nasledne do bunky B2=1, B3 = 1+ 2/B2

a skopirujeme do buniek B4-B20.

Hodnoty ¢lenov postupnosti sa kumuluju
okolo C&isla 2; predpokladame teda, ze 2 je
limitou postupnosti.

Do bunky C2 vlozime =ABS(B2-2) a opat
prekopirujeme do buniek C3-C20. Hodnoty
rozdielu sa bliZia k nule.

Zaver:

Postupnost je teda konvergentna. Jej limitou
je cislo 2.

Graf postupnosti a,

3,5

25

151 ¢

0,5

0 10 20 30

Obr.14.5: Graficky a numericky model rieSenia prikladu 14.5




	 Riešené príklady

