9 Transformacie grafov funkcii

Metodicky zamer

Pri zostrojovani grafov funkcii nemusime vzdy postupovat klasickym
spésobom, znaciac do suradnicového systému body [x, f(x)]. Graf mbdzeme zostrojit’ aj
modifikaciou grafu znamej, elementarnej (jednoduchs$ej) funkcie, ak pozname potrebné
pravidla. Tento spbsob je rychly, preveruje a podporuje neformalnost vedomosti
Studentov tykajucich sa vlastnosti grafov funkcii. Cielom prezentovaného praktického
cvicenia je odhalit zakonitosti, ktoré pri transformacii grafov funkcii platia. Vyuzivame pri
nom také matematické cinnosti ako analdgiu, pozorovanie a zovSeobecnenie. Pri
poznavani tychto pravidiel ndm poméze pocita¢ a program Equation Grapher (EG),
ktory farebne Specifikuje grafy jednotlivych funkcii. Existuju aj didaktické softvéry, ktoré
zobrazia priamo mnozinu funkcii istého typu (napr.: y= ,/(x+ a) ). Tento postup je
prilo$ priamociary a nedava priestor Studentom patrat’ a objavovat.

Student po zrealizovani uvedenej aktivity pozna pravidla, ktoré usmerfiuju
transformacie grafov funkcii, pre zlozitejSi predpis funkcie vie, aku postupnost
zobrazeni (transformacii) grafu elementarnej funkcie musi realizovat za ucelom jeho
ziskania, dokaze zapisat vzorec novovzniknutej funkcie, ak pozna predpis zakladne;j
funkcie a graf novovytvorenej funkcie.

CviCenie zaradime do vyu€ovania v 1. ro€niku (kvinte) gymnazia v rdmci
tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnicel, alebo tiez v druhom ro¢niku (sexte) pri
téme Funkcie, rovnice a nerovnice Il, kedy sa preberaju vsetky typy elementarnych
funkcii. Modifikované ulohy mozeme zadlenit do vyuovania matematiky podla potreby
aj pri preberani jednotlivych typov elementarnych funkcii.

Inovacia vyucovacieho procesu

Studenti maju pri tychto aktivitich moznost vdaka vhodnému didaktickému
softvéru EG velmi dobre sledovat dynamicky proces "premeny" grafov jednoduchych
(elementarnych funkcii) na grafy funkcii zlozitejSich. Prva etapa prace je zamerana na
odhalenie "deviatich pravidiel transformacii grafov funkcii". Na konkrétnych ulohach
kazda dvojica Studentov pozoruje a zovSeobechuje informacie ziskané vdaka kresli¢u
grafov. Vhodné je pripravit si niekolko analogickych sérii Uloh. Uvadzame jednu z nich.

Riesené priklady

PrikLAp 9.1

Do jedného suradnicového systému zakreslite vzdy jednu skupinu grafov funkcii:

a)

* y =log(x)
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e y =log(x-1)
ey =log(x+3)

b)
e y=Ax
e y=Jx+4
ey Axtl
. y=x/;-1

© Y= (x+1)P+1
Y1)

. Y= 4+2

e y=-(Jx-4+2)
o y=1/(x+2) -3

o y=(x-4)3+2
o y=(x+3)*-2

d)

e) V tomto pripade sledujte akda zmena nastane, ak funkciu f(x) modifikujeme na tvar
f(-x)l
- f(x) a -f(-x). Spomente si na vlastnosti grafov parnych a neparnych funkcii. Aky
vplyv ma
tato vlastnost’ na ziskané vysledky?

o y=x%x2+1

o yE(0 )

© Y=E((X)-(x)*+1)
© YEA(X)-(X)1)

* y=sin(x)

» y=5sin(x)

*  y=0,2sin(x)

»  y=10sin(x)

e y=0,1sin(x)
9)

* y=cos(3x)

e y=cos(13x)

e y=cos(0,5x)
h)

o y=[K*-3[J

o y=lbg(x-4)

o y=[3x-20
9)

o y=(1X33)*-2
o y=RO+ R[4
* y=1lg(IX[)




V kazdej sérii funkcii najskér rozhodnite o aku vSeobecnu transformaciu sa jedna
(napr.: f(x) - f(x+a); posunutie argumentu)

Sledujte, ako sa tato zmena prejavi na grafoch modifikovanych funkcii vocéi grafu
zakladnej funkcie y = f(x). Aku zavislost medzi grafmi registrujete ?

RiESENIE

{
—
W(Jlohou Studentov je v kresliCi grafov zadané problémy vizualizovat, nasledne
analyzovat a ziskané zavery zapisat do tabulky. Vyu&ujuci poCas hodiny sleduje
predovsetkym spravny syntax pri zapisovani funkcii do combo boxu v EG (tu vznikaju
najCastejSie problémy). Kazda dvojica si zvoli svojho lidra, ktory po uplynuti
stanoveného ¢asu prezentuje vysledky pred triedou.

Uvadzame prehlad ziskanych grafov a zovSeobecneni, ktoré su rieSenim tejto
aktivity. Vypovedna hodnota naSich obrazkov sa nevyrovna tej, s ktorou pracuju
Studenti. Vdaka EG a jeho vybornym schopnostiam su grafy jednotlivych funkcii farebne
rozliSené, Studenti mézu presne zistit' napriklad prieseéniky grafov so suradnicovymi
osami, vyuzijuc trasovanie funkcii mézu overit o aky typ zhodného zobrazenia sa jedna
a tak dospiet k spravnym zaverom.

Skusenosti nam potvrdili, Ze Studenti po zrealizovani takejto vyu€ovacej hodiny
ziskavaju mnozstvo novych kompetencii v oblasti konstrukcie grafov funkcii, ¢o sa pre
nich stava velkym prinosom na dalSich hodinach venovanych matematickej analyze.

predpisy funkcii interpretacia v EG zavery
' =2 | » Modifikované grafy su v

y =log(x) tvare: y = f(x-a),
y=log(x-1) f . f(x) > f(x-a)
y = log(x+3) i ———— |+ Posunutie o vektor [a,0] v

A AAARARARRRC N AARRRRRENEH smere osi x (translacia)
a > 0 - posunutie 0 a
jednotiek doprava
a <0 -posunutie 0 a
jednotiek dolava

sz | * Modifikované grafy st v

tvare: y =f(x) +a
% . fix) > fx) +a

* Posunutie o vektor [0,a] v

smere osi y (translacia)

/ a >0 - posunutie 0 a
> jednotiek nahor

a <0 - posunutie o0 a
jednotiek nadol.
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Modifikované grafy su v

y = 1/(x+2) -3 tvare: y=f(x-a) + b

y= (X-4)22+ 2 f(x) — f(x-a) + a

yEea3=2 N Posunutie grafu zakladnej

\/ , funkcie o vektor [a,b] .

Modifikované grafy su v

y= (x+1)*+1 tvare: y = - f(x)

y=((x+1)*+1) f(x) —- f(x)

y= ~Nx-4+2 Graf funkcie y = -f(x) je

y=-(Jx-4+2) obrazqm ,grafu y =.f(x) v
osovej sumernosti
podla osi x.
Modifikované grafy su v

y=x°-x* +1 tvaroch: f(x) — f(-x).

y=-(x° -x* +1) Osovéa sumernost

Y= ((-x°)-(-x)*+1)
y= ((-X)-(-x)*+1)

vzhladom na os y.

f(x) — - f(-x)

Stredova sumernost podla
podiatku suradnicového
systému

Modifikované grafy su v

y= sin(x) tvare: y = k.f(x)
y= 5sin(x) f(x) — k f(x)
y=0,2sin(x) Podobné zobrazenie: k > 1
yf103117(x) NG’ - natiahneme graf k-razy
y=0,1sin(x) pozdiz osi y,
0 < k < 1 - stlatame graf k-
razy pozdiz osiy.
y= cos(3x) s Modifikované grafy su v
y= cos(13x) tvare: y = f(kx),
y =cos(0,5x) f(x) — f(kx)

Podobné zobrazenie: k > 1
- stla¢ame graf k-razy
pozdiZ osi x,

0 < k < 1 -roztahujeme
graf k-razy pozdiz osi x.




LT * Modifikované grafy maju
y=(XHE3)*-2 \l | tvar y = f(]x|)
Y=+ R[4 V1l e f(x) — f(|x])
y=[X[55 At « Osovéa slimernost
\f/ vzhladom na os y Casti
grafu zodpovedajucej
kladnym argumentom
‘ =z | Modifikované grafy maju
y=[x?-300 ] tvar y= d(x)0
y=lbg(x-4)[J : . f(x) > @(x)O
y=L8x - 20J VW L __——— e Osovasumernost
vzhladom na os x
zapornych hodnét funkcie
Obr.9.1: Transformacie grafov funkcii
PrikLAD 9.2

Transformujte grafy elementarnych funkcii y = x Oa y = x° tak, aby ste postupne
ziskali grafy vSetkych nasledujucich funkcii. Vysledky nasledne overte pouzitim
programu EG.

a)

. y:D(D

c y=-Ix

s y=-ix+2

c y=ix+2|

e y=|x+3|-4

« y=|x -1

« y=13-x-1]f

« y=Ix-1+2
b)

. y:)(2

. y=X2+3

. y=X2_2

- y=¥-2

- y=(x-2p

s y=(xx-3)0¢-2

« y=|x=3¢-2/+2
RIESENIE

Po predchadzajucich cviCeniach v skupinach si teraz Studenti samostatne
precviCuju ziskané vedomosti na dvoch ulohach podobného typu. Program EG ma v
tomto pripade autokontrolnG funkciu; sliZi ako spatna vazba. Studenti, ako sa
ukazalo, su pozitivne nakloneny k pocitacu ako svojmu "kontrolorovi® . V pripade
chybnych rieSeni im totiz poc&ita¢ umozni bez zbyto€ného stresu objavit’ chybu a dospiet
k spravnemu rieseniu.

Studenti postupne ziskavaju grafy vSetkych uvedenych funkcii. MéZzu velmi
dobre registrovat dynamicky proces "premeny" jednoduchého grafu elementarnej
funkcie na graf funkcie zlozitejSej pricom aplikuju syntézu réznych transformacii.
Uvadzame len niektoré z nich:




y=abs (Y
Y =abs (x1)
=865 (x-1)abs (1)

§ =abs @abs 6c1)

Obr.9.2: Graf funkcie y = abs (3-abs (x-1))
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Obr.9.3: Graf funkcie y =abs ((x-3)"2-2)+2

PrikLaD 9.3

Je dana funkcia y-= 3‘\/x- 3- 2‘+ 4. Zapiste postupne vsetky transformacie
elementarnej funkcie y =\/;, az kym nedospejete k jej predpisu. Vysledok overte
pomocou programu EG.

RIESENIE

Uloha ma opaény charakter. Prave riesenie prikladov tohto typu je z
metodického hladiska najprinosnejSie. Studenti dokazu identifikovat z akej elementarnej
funkcie a postupnostou ktorych transformacii dospeju ku grafom zlozitejSich funkcii.

y=vx

Y=Xx=3 i posun o 3 jednotky doprava v smere 0Si x

Y=ax-3 -2 posun o 2 jednotky nadol v smere 0Si y

y=[/x-3 -20....... osovéa sumernost zapornych funkénych hodnét vzhfadom na
0S X

y=3 L/x-3 -20.. natiahnutie grafu 3-razy pozdiz osiy
y=3. [Ax-3 -2[+4 posun grafu o 4 jednotky nahor v smere 0si y




Y y=3abs (sqrt (3)2)+4
=sqrtx

=3(sart (x3)2)
‘abs (s 2)

SN R SUR: N S - S

-1
2
3
-4

Obr.9.4: Viytvaranie grafu funkcie y = 3‘\/X -3- 2‘ + 4 programom EG

PrikLAD 9.4
Pomocou programu EG sa pousilujte ziskat ¢o najzaujimavejSie grafy funkcii.

Vyuzite nato  transformacie grafov a syntézu viacerych transformacii grafov
elementarnych funkcii. Na dvod sa in$pirujte napriklad predpisom funkcie:

«  y=x.sin(20x)cos(15x)

RIESENIE

Ciefom aktivity je povzbudit Studentov, aby sa pokusili ziskat nezvyCajné a
pozoruhodné grafy funkcii prostrednictvom pocitaCového programu EG. Téato uloha
vSetkych velmi zaujala. Mozno pdsobi trochu "nematematicky". Bolo v8ak interesantné
pozorovat, ako kym pri prvych pokusoch Studenti len typovali tvar funkcie ,naslepo®,
postupne sa pri ziskavani grafov stale viac snazili aplikovat vedomosti o "premene"
funkcii z predchadzajucich cviceni. Uvadzame este jeden zo ziskanych grafov. (graf bol
ziskany syntézou grafov funkcii y = xcos(20x)sin(10x), y = x+sin(20x), y =-
x+cos(20x)
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Obr. 9.5: Graf funkcii y = xcos(20x)sin(10x), y= x+sin(20x),y =-x+cos(20x)




	Riešené príklady

