2 Vlastnosti funkcii

Metodicky zamer

Funkcie popisuju mnohé deje kazdodenného Zivota. Vdaka grafu funkcie,
ktory velmi lahko ziskame pomocou réznych didaktickych softvérov, & grafickych
kalkulaCiek je mozné dedukovat na jej viaceré ddlezité viastnosti ako su: nulové body,
parnost a neparnost funkcie, periodickost, monotdénnost, ohrani¢enost funkcie, extrémy
funkcii. VSetky zmienené matematické pojmy prinadsaju kfu€ové informacie o dejoch,
ktoré tieto funkcie reprezentuju. V navrhovanych aktivitach sa zameriame na zlep3enie
schopnosti  Studentov identifikovat délezité vlastnosti funkcii. Mnohonasobna
konkretizacia a nasledné zovSeobecnenie vysledkov pozorovani grafov funkcii prispeje

k hibSiemu pochopenie zmienenych pojmov.
>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

Funkcie f realnej premennej x je: Prosta = [x1,x2[0M plati, ak x12x2[0 f(x1) # f(x2)
Rastuca < [x1, x2[0M; Nech f je prosta funkcia na D(f), potom
X1< X2 [J f(x1)< f(x2) Inverzna funkcia k funkcii f je mnozina vSetkych

Klesajlica « [x1,x2[0 M: x:<x20 f(x1)>f(x,) | usporiadanych dvojic
Nerastlica « [xs,X2[0 M;x+>x2 [J f(x1)< f(x2) | V;X]O RXR, pre ktoré plati: [x,y] (7 f.

Neklesajlca < [Ix1, X2[1 M; pre inverznu funkciu plati:
Xi>Xz 7 f(x1)2 f(x) D(f)) = H(f) a H(f")=D(f)
Monoténna, ak je (ne)rastica a grafy fuchn f, f' s sumerné
(ne)klesajuca podfa priamky y = x

Rydzomonoténna funkcia je len rastica
a len klesajuca

Ohrani€ena zhora < existuje h[JR, Ze Funkcia f ma na mnozine M v bode a7 M:
Cx[COM plati f(x) <h Maximum = [x[JM plati f(x) < f(a)
Ohraniena zdola = existuje d[JR, ze Minimum_ - [x[JM plati f(x) = f(a)
[x[OM plati f(x) = h Ostré minimum = [x/[JM plati f(x) > f(a)

Ohraniend < je ohrani¢ena zdola a | Ostré maximum < [x/7M plati f(x) <f(a)
sucasne zhora

Parna = [x[JD(f) aj -x [JD(f) asuc€asne | Periodicka < [p>0 tak, [Ix[JD(f) a

LxJ D(f) je f(-x) = f(x) Lkl Z aj x + kpL] D(f) a suCasne Lix plati:
Neparna - [x[J D() aj -x [ D(f)| f(x+tkp) = f(x). Cislo p sa nazyva periéda
asucasne [Ix[JD(f) je f(-x) = - f(x) funkcie

Bod x, [7 D(f) nazveme
nulovym bodom funkcie f = ak plati f(xo) =0
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s VSeobecné vlastnosti funkcii sa preberaju predovsetkym v 2.ro¢niku (sexte)

gymnazia v ramci tematického celku Funkcie, rovnice a nerovnice I, pri€¢om Casova
dotacia pre tuto problematiku je nepostadujica. Specifické vlastnosti elementarnych
funkcii su precvi¢ované pri preberani konkrétnych typov funkcii. Je preto vhodné zaradit
do Casového planu aktivitu, integrujucu parcialne informacie a poznatky z tejto oblasti.
Okrem tabulkového procesoru Excelu vyuZijeme aj didakticky softvér Equation Grapher
(dalej len EG) na precviCovanie a fixaciu definovanych vlastnosti funkcii. Uvedené
aktivity v poCitacovej u€ebni zaradime do vyu€ovania po hodine matematiky, na ktorej
uz boli Studenti zoznameni s presnymi definiciami jednotlivych pojmov. Aktivity
umoznia Studentom "hlbSie vniknut" do podstaty definicii pocas prace s konkrétnymi
modelmi; (grafmi funkcii). Studenti samostatne a aktivne riedia nasledujuce ulohy.

Riesené priklady
PrikLap 2.1

Funkcia f definovana na mnozine prirodzenych Cisel priradi kazdému prirodzenému
Cislu n zvySok po deleni tohto Cisla €islom 5.

a) Urcite obor hodnét tejto funkcie.

b) Narysujte graf funkcie y = f(n) pre n < 20!

c) Analyzujte ziskany graf, urCite nulové body tejto funkcie!

d) Co este pozorujete na grafe? Je nie¢im $pecificky?

e) Comu sa rovna f(n) a f(n+5)?

f) Je tato funkcia prosta?

RIESENIE

Vytvorime tabulku argumentov funkcie a prislusnych funk&nych hodnét v Exceli.
Nasledne vyuZijeme Sprievodcu grafom tabulkového procesora Excel na vytvorenie
pozadovaného bodového grafu. Uloha je nestandardna (grafom funkcie st izolované
body) a pomerne obsazna. RieSitel uvazuje o celej Skale viastnosti danej funkcie.

aktivita zapis v_excelovskom harku reprezentacia na obrazovke pocitaCa
=]

, ) 1 n TV |
vytvorenie | « Do stipca A - bunky ||z 1 7
tabulky A2:A21 vkladame hodnoty | |5 : :

nezavislej premennej n || s 4 Fl
vyuzijeme pritom funkciu | -5 > f
Rady = 7 2
+ Do bunky B2 viozime | {5 E 3
hodnoty zavislej | | 11 10 0
premennej f(n) v tvare |2 i !
=MOD(A2;5), nasledne | |12 13 3
prekopirujeme do A3:A21 | |12 14 2
17 16 1

15 17 2

19 G 3

20 19 4

21 20 a




. ° postupUJeme gko v zvysok po deleni €islom 5
vytvorenie priklade 1.1 priGom
grafu vyberieme typ grafu - 5
funkcie bodovy 4 - . - >
3 . . . -
MOD(n)2 g * * *
1 * * * * *
O+ e e
012345678 910111213141516171819202122
n
analyza RieSenie
grafu a) H(f) ={0,1,2,3,4}
funkcie c¢) Nulové body funkcie su vetky nasobky Cisla 5, teda
Cisla v tvare 5k
d) Funk&né hodnoty sa pravidelne opakuju - funkcia je
periodicka
e) Ak zvolime n=2, potom f(2) =2; f(2+5)=f(7) = 2, teda
peridda funkcia p=5
f) Kedze funkcia je periodicka nespifia podmienky pre prostu funkciu

Obr.2.1: Postup rieSenia v priklade 2.1
PrikLAD 2.2

Rozhodnite na zaklade pozorovania grafov funkcii, €i Cislo xo je ich nulovym bodom,
vysledky nasledne overte vypoctom.

a) f(x) = -6x+5 pre xo = 5/6;

b) f(x) = x* +x? +2 pre xo =3

c) f(x) = sinx? + cos2x  pre Xo =172

d) f(x) = (2-x)/(x*-3x) pre xo= -2

RIESENIE

@'ﬂ_‘ Pri rieSeni tejto ulohy vyuzijeme kresli¢ grafov EG a jeho schopnost vyhladat,
oznacit a vypoditat nulové body funkcie pouzitim tlacidla na ovladacom paneli.
Takato uloha umozniuje Studentom velmi dobre postrehnut suvislost medzi rieSenim
rovnice f(x) = 0 a ur€ovanim nulovych bodov funkcie y = f(x); TJ uvedomovat si, Ze
uloha rieSit akukolvek rovnicu f(x) = 0 je ekvivalentna s problémom hladania
prieseCnikov funkcie f(x) s osou x. Toto poznanie je neskor velkym prinosom pri rieSeni

réznych netypickych rovnic a nerovnic. Popis rieSenia je kvéli prvému kontaktu s
programom EG detailnejsi.

aktivita zapis v EG reprezentdcia na
obrazovke pocitada
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zapis
funkcii do
combo
boxu

e Po spusteni

programu

EG postupne

zapisujeme do combo boxu funkcie v tvare:

¥ Jax B o O O

v = JSin > + cl:lsx/

y = -6x+5
y = xM+x"2+2

y = sin(x"2)+cos (2x)

y = (2-x)/(x"2-3x)

* Vyuzivame pritom okno Function Pad.
Nasledne staci stlacit Enter a program
vykresli prislusny graf funkcie

i B=E
~ | sat| Cbit | Sin | Cos [ Tan
Ln Asin
x| pi e
o [ ]

7

dids |Derivat

4
Torg. o |

oo e ]

SREeE

< | el ﬂ 1

uréenie
nulovych
bodov
funkcii

e Pri vyhladavani nulovych bodov pracujeme s

kazdou funkciou se

arovane.

na oznadenie

* Vyuzivame tlacidlo

vybraného obdiznika z okna Graph tahom
mysSkou pri stlatenom favom tlacidle.

¢ Nasledne tlacgidlo

a

na oznacenie

nulovych bodov Po jeho pouZiti sa v okne
Log objavi vypocCitana hodnota Xo.

* Program EG teda posluzi ako spatna vazba.
Studenti sa presved¢ia na vlastné ogi o
spravnosti svojich vypoctov.

y = xM+x"2+2
Root: not found

fyhe i

i
il

y = sin(x"2)+cos (2x)
Root: x = -3,275366604

y = sin(x"2)+cos (2x)
Root: x =-2,46346276

y = sin(x"2)+cos (2x)
Root: x =-1,390060455

y = sin(x"2)+cos (2x)
Root: x = 1,390060455

y = sin(x"2)+cos (2x)
Root: x = 2,46346276

y = (2-x)/(x"2-3x)
Root: x =2

y =-6x+5
Root: x = 0,8333333333




RieSenie:
program EG potvrdil, Ze iba v pripade a) f(x) = -6x pre x, = 5/6; je zvolené x, [J D(f)
nulovym bodom danej funkcie.

Obr.2.2: Postup rieSenia prikladu 2.2 programom EG

PrikLaD 2.3

V programe EG vytvorte grafy funkcii:

e y= 5x?2+4

e y=-[BxCO-2

e y= 5cos(2x) +3
Presvedcte sa, ¢i pre uvedené funkcie plati:
OxO0D(f) O-x [OD(f) a Ox[OD(f) T f(-x) = f(x).
Aku vlastnost’ maju vSetky nacrtnuté grafy?

RIESENIE

{

EE Pri rieSeni vyuzijeme informacie o kresleni grafov funkcii v programe EG uvedené
vysSie. Nasledne tlaCidlom "zoom" v okoli pocCiatku suradnicového systému a
trasovanim funkcii tlaéidlom TRACE sledujeme aké hodnoty nadobudaju funkcie v
favom a pravom okoli bodu [0,0]. Niekolko ziskanych hodnét si Studenti zapisuju do
tabulky. Studenti samostatne objavuju vlastnost osovej stmernosti grafov parnych
funkcii podla osi y. V. ramci heuristickej besedy vyZadujeme od Studentov klasické
rieSenie (d6kaz) problému analytickym sp6sobom.

Cinnost’ zapis v EG reprezentacia na obrazovke

vytvorenie |« do combo boxu of” PR
grafov postupne vlozime i
funkcii v funkéné predpisy

programe v tvare:

) e || \UAMAAAAALAAAN),

¥ v UeUA ¥ FVIVA Y VBT

y = 5x"\2+4,
e stladime Enter

v

alebol
* v okne Graph
ziskame tri

farebne rozlisené
grafy funkcii
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overe_nie aja

podmienok |« poyzijeme "zoom" pomocou lupyl.—— 1 v okoli bodu [0,0],

pre parnost . . . . - . .

funkaii e pre overenie podmienok parnosti pouzZijeme trasovanie funkcie
tlacidlom ktoré umozni odCitanie hodndt funkcii v okoli
poCiatku suradnicového systému, prislusné usporiadané dvojice
registrujeme v favom dolnom rohu obrazovky. Pouzit méZeme aj
zmenu Extra polozku Volue Table, ¢&im ziskame tabulku
usporiadanych dvojic [x.f(x)] funkcii

RieSenie:

vSetky tri uvedené funkcie su parne. Grafy su sumerné podfa osi y.

Obr.2.3: RieSenie prikladu 2.3 pomocou EG
PrikLAD 2.4

V programe EG vytvorte grafy funkcii:

. = 4x

o y= -5k

* y= -2sin(4x)

e y= sin(x/2)+cos(2x)
Zistite, pre ktoré z uvedenych funkcii plati:
Cx[0D(f), [{-x) [JD(f) tak, ze [Cix[JD(f)[ f(-x)= -f(x).
AKkU vlastnost maju vSetky nacrtnuté grafy?

RIESENIE

Postupujeme analogickym spdésobom ako v predchadzajucom priklade.
Usmeriujeme Studentov, aby samostatne odhalili stredovu sumernost  grafov
neparnych funkcii podla po€iatku suradnicového systému.

I Vytvorime grafy troch prvych funkcii v jednom obrazku a graf Stvrtej z nich do
samostatného obrazku. Vyuzivame lupu v okoli pociatku suradnicového systému a
trasovanie funkcii. Studenti zistuju niekolko hodnét argumentov x, (-x)O D(f) a
prislusnych funkénych hodnbt f(x), f(-x;)J H(f) a zapisuju ich do tabulky. Na tento Gcel
sluzi v hlavnhom menu polozka Extra — Value Table. UmozZni im ziskat' udaje analogicky
ako na Obr. 4.2.4.




== Yalue Table @@
=
y=-5Sx Hmin |'2
* ¥ ¥
-z z,8 1,28 Hmax 2
-1,5 3,33 z,22
-1 s s
-0,& 10 zo Hatep 05
] -5E100
a,5s -10 z0
1 -5 s
1.5 -3,33  z,z2
2 -z,5 1,25
. Copy to Clipboard |

Obr. 2.4 : Tabulka hodnét funkcie ziskana programom EG

Vysledky nasledne analyzuju a vyslovia zaver o neparnosti funkcii, ktory tiez
algebraicky dokazu.

Pri vytvarani grafu Stvrtej (goniometrickej funkcie) modifikujeme mierku na
suradnicovych osiach. Pouzijeme pritom okno Range. Vyberieme polozku Trigonometry
Range (druha v poradi Cim nastavime rozsahy a mriezku na osiach v radianoch a
klikneme na tlacidlo Re

- [B[x]
i 177796076338 4
Sman SAATTIHON
Hstep 157079632678 —
T 3141596535 = |
Yman 31415926535 [ |
Yatep 1

Obr.2.5: Modifikacia mierky pri trigonometrickych funkciach

Po pouZiti lupy Studenti registruju, ze graf Stvrtej funkcie nie je stredovo sumerny podfla
pociatku je v8ak periodicky s periédou p =21

y= -4 aj
y= -5k Grafy po pouziti lupy - v okoli
y = -2sin(4x) odiatku suradnicového

o) v
= 2 y=

2]

VU ‘




y = sin(x/2)+cos(2x) Graf po pouziti lupy

y=sini2)e0s 3 y=sinu2yic0s ()
12

Zavery:

e Stredova sumernost prvych troch grafov podfa pociatku je zrejma. Pri prvej a
druhej funkcii je d6kaz triviadlny. Funkcie su neparne.
Pri funkcii y = -2sin(4x) dokazeme platnost f(-x) = -f(x) pomocou goniometrickych
VZOrcov:

f(-x) = -2sin(-4x)= -2.2sin(-2x)cos(-2x)=-8sin(-x)cos(-x).cos(-2x)=
= 8sin(x)cos(x)[cos(-x)cos(-x)-sin(-x)sin(-x)]=
= 4sin(2x)[cos?(x)-sin’(x)]= 4sin(2x)cos(2x)= 2sin(4x) = -f(x) cbtd

«  Stvrta funkcia nie je parna ani neparna, pozorujeme vsak jej periodiénost' s
periodou p =271t

f(x+21m) = f(x ) = sin(x/2+2m)+cos(2x+2m)= sin(x/2)cos21rcos(x/2)sin21rcos(2x)coS2TF
sin(2x)sin2rt= sin(x/2)+cos(2x).1-sin(2x).0= sin(x/2)+ cos(2x) = f(x)

Obr.2.6: RieSenie prikladu 2.4

PrikLaD 2.5

V programe EG vytvorte grafy funkcii:
e y= bxX*+4x+2
e y=-3x°-3
o y= 2x/(3x*+1)
Uvazujte o ohraniéenosti tychto funkcii. Ur€ite ich horné a dolné ohranicenia. Ziskané
hodnoty vyuZite pri exaktnom dékaze.
RIESENIE

AN
Grafy funkcii ziskame didaktickym softvérom EG. Tlacidlom z listy programu
ur€ime minima a maxima funkcii. Vysledky sa objavia v okne Log, program Cervenym
kruzkom vyznaci body extrémov. Tieto nasledne pri algebraickych dékazoch tvrdeni o
ohranienosti skumanych funkcii. Poas tejto Cinnosti si  Studenti tiez zopakuju
rieSenie réznych typov nerovnic.

iﬂ{
~ Pre funkciu y= -3x° - 3 program EG nevyhodnotil Ziadne extrémy. V ramci
zavereCnej spolo€nej diskusie formulujeme otazky typu: Ako sa chovaju hodnoty
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funkcie v okoli bodu x=0; aké hodnoty nadobuda funkcia v pripade, ze x sa blizi i
nekoneénu (k minus nekoneénu). Zoznamujeme takto Studentov na intuitivnej urovni s
pojmom okolie bodu, limita funkcie, vlastna limita v nevlasthom bode a nevlastna limita
vo vlastnom bode. Takto vdaka didaktickému softvéru, vizualizacii a konkretizacii
rieSenych problémov mbézeme zefektivnit a zatraktivnit vyu€ovanie, spravit preberanie
danej témy zrozumitelnejSim

<3
v

y=3613
y=24(3241)

R S S S

\1 u
»
S

Riesenie:

y = 2x/(3x"2+1)

Maximum: Ymax=0,5773502692 for x = 0,5773502692
y = 2x/(3x"2+1)

Minimum: Ymin=-0,5773502692 for x = -0,5773502692
y = 5*x"2+4x+2

Minimum: Ymin=1,2 for x = -0,4

Ako vhodné ohrani¢enia mdézeme teda vychadzajuc zo ziskanych grafov zvolit
napriklad:

y = 2x/(3x"2+1) [J funkcia je ohrani¢ena; [Ix[D(f) plati: -1 <=f(x)<=1

pre y = 5x’+ 4x +2 [J] funkcia je ohraniéena zdola; [x[D(f) plati: f(x)>=1

pre y = -3x° - 3 [J funkcia je ohrani¢ena zhora; [x[ID(f) plati: f(x)<=-2

Obr.2.7:postup rieSenia prikladu 2.5

PrikLAD 2.6
V programe Graphmatica vytvorte grafy funkcii:
° y = 3x+2
o y= xX+x°+1
* y= log(x-3)
a tiez grafy
e y=-2x-3
o y=-x’x
o y=(1/5)%

Aku vlastnost’ maju vSetky nacrtnuté grafy v prvom a aku v druhom pripade?

RIESENIE




V tejto ulohe Studenti ziskaju grafy troch funkcii tentoraz v programe Graphmatica,

ktory vdaka tlacidlu vypiSe pre danu funkciu tabulku usporiadanych dvojic hodnét
[x, f(x)]J f v zavislosti na zvolenej mierke. (Postup je jednoduchsi a rychlejSi ako pri
programe EG). Analyza grafov a hodnét funkcii v tabulke nuti k neformalnemu
uvazovaniu o pouzivanych definiciach. Studenti vyslovuju a overuju hypotézu:

V pripade prvej sady funkcii plati:

Lix1, x2L0 D(f ); x1< X2 [J f(x1)< f(x2) teda funkcia je rasttca,

v pripade druhej sady plati:

[ix1, x2L0 D(f ); x1< x2 [0 f(x1)> f(x2) teda funkcia je klesajuca.

y= 32 y=-2x-3
y = x*+x3+1 y=-x°-x
y = log(x-3) y=(1/5)%
I N

EaquaTion(s): Equation(s):
Y=3**(x+2) (1) y=-2x-3 (1)
Y=x**5+x**3+1 (2) y=-x**3-x (2)
y=LoG(x-3) (3) =(1/5)**x (3)
X Y Y2 v3 X y y2 y3
-7,0  0,0041 -1,7149x10"4 -7,0 11,0 350,0 7,8125x10%4
-6,0 0,0123 -7991,0 Error -6,0 9,0 222,0 1,5625x10%4
-5,0 0,037 -3249,0 ErroR -50 7,0 130,0 3125,0
-4,0 0,1111 -1087,0 Error 40 50 68,0 625,0
-3,0 0,3333 -269,0 ERrrOR -3,0 3,0 30,0 125,0
20 1,0 -39,0 Error 2,0 1,0 10,0 25,0
-1,0 3,0 -1,0 ERROR -1,0  -1,0 2,0 5,0
0 9,0 1,0 ERROR 0 -3,0 0 1,0
1,0 27,0 3,0 ErRrROR 1,0 -5,0 -2,0 0,2
2,0 81,0 41,0 ERrRROR 2,0 -7,0 -10,0 0,04
Zaver: Funkcie su rastuce na celom D(f) Zaver: Funkcie su klesajuce na celom D(f)

Obr.2.8: Postup pri rieSeni prikladu 2.6 programom Graphmatica

. Studenti su nasledne vyzvani odpovedat aj na otazky typu: MbéZeme
dedukovat, Ze ak funkcia f(x) je rastuca (klesajuca) na mnozZine M a sucasne g(x) je
rastuca (klesajuca) na M potom je aj funkcia (f(x)+g(x)), (f(x)g(x)) rasttca (klesajuca) na
M? Aky je vztah medzi monoténnostou funkcie f(x) a opacnej funkcie -f(x)? PocitaCové
technoldgie otvoria priestor pre velmi zaujimavu heuristicki besedu, ktord mdézeme
iniciovat otazkami podobného typu. Vdaka dataprojektoru a didaktickému softveru
Studenti experimentuju s réznymi konkrétnymi modelmi, ktoré analyzujd, vyslovuju
hypotézy, potvrdzuju ich analytickymi vypo&tami. Su aktivnymi a tvorivymi subjektami
vyu€ovacieho procesu.

PRIKLAD 2.7
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Do jedného obrazku narysujte grafy funkcii:

e y=03x+50
e y= -x*+2x +1
° y = -3

* y= 0,5x+2

o y=2x*-4x2+3
V pripade a) urcte interval, na ktorom su vSetky tri funkcie su€asne klesajuce (rastuce).
V pripade b) urcte interval, na ktorom su obe uvedené funkcie su¢asne rastuce.

RIESENIE

.
Uloha slizi na precviéovanie vlastnosti funkcii a stgasné aktualizovanie uz
znamych vlastnosti konkrétnych elementarnych funkcii (linearna, kvadraticka,
exponencialna). Vo vSeobecnosti plati, Ze velkym pozitivom vyuZivania technoldgii vo
vyu€ovacom procese je prave moznost vratit sa a oZivit vedomosti ziskané v
minulosti, poznatky su trvacejSie a navzajom prepojenejSie v ramci poznatkovej
Struktury. (pocitaCe Setria Cas, umozniuju nam flexibilne reagovat).

AN N
Programom EG ziskame potrebné grafy funkcii. Tlacidlami a uréime
maximum a minimum funkcie y = 2x* - 4x? +3 a tiez potrebné priese¢niky  grafov.
Ziskané udaje z okna Log pouzijeme pri rieSeni ulohy b).

555555 4 7 2\ 5 4 5 6 7 T 5 574 5 2

Riesenie
a) Udaje z okna Log pre funkcie:

y=-x"2+2x+1 and y2=abs (-3x+5) Intersection: y =2 forx =1

y = abs (-3x+5) Root: x = 1,68
Teoretické poznatky o monoténnosti elementarnych funkcii vedu k zaveru, ze hladanym
intervalom, na ktorom su vSetky funkcie klesajuce je x [7< 1, 5/3 >.
b) Udaje z okna Log pre funkciu y = 2x*4-4x"2+3

Maximum: Ymax=3 for x =0

Minimum: Ymin=1 for x = -1

Minimum: Ymin=1 for x =1
Funkcia y= 0,6x +2 je na celom svojom definicnom obore rastuca. Treba len urcit
intervaly, na ktorych rastie funkcia y = 2x* - 4x? +3.
Podla udajov z okna Log su to intervaly: x [1<-1,0 > a <1, o). Obe funkcie teda rastu na
uvedenych intervaloch.

Obr.2.9: RieSenie prikladu.2.7programom EG



http://gss.sd42.ca/images/pagemaster/math_professor_algebra.gif.jpg

PRIKLAD 2.8

Najdite vSetky hodnoty parametra a, pre ktoré bude funkcia dana predpisom:
f(x) = Uax + 10 - 02x- al

e ohrani¢ena

* ohrani¢ena zdola

e ohrani¢enéa zhora

RIESENIE

SE=1 -
Uloha je inSpirujuca, vhodna na cviCenia z matematiky alebo matematicky
seminar vo 4. ro¢niku gymnazia. Pri jej rieSeni si Studenti zopakuju hned niekolko
pojmov: absolutna hodnota Cisla, funkcie s absolutnou hodnotou, ohrani¢ena funkcia,
monoténnost funkcie, vlastnosti linearnej funkcie. Ulohu moézeme riesit pouZijuc
definiciu ohrani¢enej funkcie, alebo tieZ stali vediet’ definiciu absolutnej hodnoty a mat
vela trpezlivosti pri testovani  jednotlivych pripadov. Omnoho zaujimavejsi je
experimentalny a tvorivy postup s pouzitim heuristickej simulacie programom
Graphmatica. @ Mb6zeme Studentom navrhnut pouzitie grafického modelu aj bez
predchadzajucich analyz. Ak vhodne zvoli hodnoty parametra a (pod vhodnostou
myslime mieru ich relevancie k rieSeniu problému), model mu poskytne dostatok
materialu pre dalSiu dedukciu. Obrazok 2.10 reprezentuje takyto "pokus na slepo". Do
dialdgového okna bola zadana funkcia f(x) v tvare:y =abs(a*x +1) - abs(2*x-a) {a: -3, 3,
0.2}

Program vykreslil postupne grafy funkcii y = abs(-3x +1) - abs(2x+3)...... az
y = abs(3x +1) - abs(2x-3). Graficky model poskytne niekolko dobrych napadov.
Studenti zaregistruju, Zze grafom takejto funkcie je lomena &iara pozostavajuca z troch
segmentov, nakolko mame dva nulové body, v ktorych hodnoty vyrazov v absolutnych
hodnotach menia znamienko (okrem pripadu, kedy sa a = 0). Kazdy z nich je grafom
linearnej funkcie y = ax + b. Tato mdéze byt rastuca, klesajuca alebo stacionarna v
zavislosti od hodnoty koeficientu a. Skimana funkcia f(x) bude ohrani¢ena prave vtedy,
ak prvy a treti segment grafu bude stacionarna funkcia typu y = k. Ak si Student spravne
odpovie na otazku, kedy taky pripad méze nastat, posunie sa bliZ8ie k rieSeniu. Funkcia
mobze byt ohraniena zdola (zhora), ak linearna funkcia reprezentujuca prvy segment
ma opacny charakter monotdnnosti ako funkcia, v tretom intervale. Zvlastnu pozornost
treba venovat’ pripadu pre x= 0. Mbzeme nechat’ Studentov pracovat samostatne a
nasledne zorganizovat heuristickl besedu o spésoboch rieSenia ulohy.
Podstatné je, Ze takyto pristup je kreativnejSi a atraktivnejSi, Studenti su pri fiom
aktivnymi "objavitefmi" novych poznatkov, tiez je menej pracny ako klasicky analyticky
pristup, vedie rychlejSie k cielu.




Obr.2.10:Vizualizacia problému progaramom Graphmatica

"

Predchadzajuce uvahy privedd Studentov velmi rychlo k poznaniu, ze
ohraniCenost zhora alebo zdola grafu funkcie f(x) zalezi od toho, €i sa hodnota
parametru a pohybuje v intervale < -2, 2 >, alebo nadobuda hodnoty z intervalov (-,
-2) Ci (2, »).

Analytické rieSenie ulohy.

Urobime ho v Styroch krokoch:

1. Nech a =0 potom pre x >0 dostavame [J fi(x) =1-2x aprex<0 [J fi(x) =1+
2x

Grafom funkcie je lomena Ciara nadobudajuca maximalnu hodnotu f(x) = 1 = x = 0.
Plati: 1T+2x<1 = x<0 asulasne 1-2x<1 = x=0.

Funkcia je ohrani¢ena zhora [7x [JR.

2. Pre a > 0 dostdvame nasledovné rieSenia na parcialnych intervaloch:

[Jx [J( -co, -1/a) dostavame fi(x) = (2-a)x—1—a

Ox [J(-1/a, a/2) dostdvame fx(x) =(a+2)x+ 1 +a

[Ox [ a/2, «» ) dostdvame f3(x) =(a-2)x+ 1 +a

Dalsi potup oprieme o fakt, Ze linearna funkcia y= ax + b je rasttca pre kladné hodnoty
koeficientu a, klesajuca pri zapornych hodnotach koeficientu a.

Zostavime tabulku rieSeni:

xO dointervalu | fi(x) | fo(x) | fa(x) | schematicky | ohraniCenost
0,2) +A | +A | -N | AN Osupremum [ f(x) ohrani€ena zhora
(2, ) - (+A [+ | N7 O infimum [ f(x) ohrani¢ena zdola

Tab.2.1:Tabulka rieSeni prikladu 2.8

3. Pre a < 0 dostavame tieto rieSenia na parcialnych intervaloch:
[ x [J( -0, a/2) dostavame fi(x) =(a+2)x+1—-a

[Ox [ a/2, -1/a) dostavame f(x) =(a-2)x+ 1+ a

[Ox [J(-1/a, o ) dostavame f;5(x) = (-a-2)x- 1 + a

Tabulku rieSeni vzhladom k hodnote parametru a:

| x[7 do | fi(x) | f(x | fs(x | schematick | ohrani¢enost




intervalu ) ) y
(-2,0) + -¥ | -N | VY [supremum [J f(x) ohrani¢ena
d zhora
(-c0, -2) -N | -N |+ AR [J infimum [J f(x) ohrani¢ena zdola
d

Tab.2.2: Tabulka rieSeni prikladu.2.8

4. Nech a = 2, potom fi(x) =-3, f(x) =4x + 3, f3(x) =3 O funkcia je ohraniCena [J x
OR.

nech a =-2, potom fi(x) = 3, fy(x) =-4x- 1, f3(x) =-3 O funkcia je ohraniena [J x
OR

=
Projekty, ktoré uvadzame na zaver vyzaduju sice preciznost, vytrvalost a
disciplinu, no su€asne su velmi jednoduché na realizaciu. UmoZznuju Studentom
uvedomit’ si existenciu funkcii vSade okolo nas. Podporit kreativitu Studentov mézeme
tiez tym, Ze ich povzbudime k samostatnému vyhladavaniu podobnych situacii a
funkénych zavislosti v kaZzdodennom Zivote

=

——
‘::' . C ok
=21® Ulohy na samostatné riesenie

ULoHa 4.2.1

Poc&as dvoch tyZdriov zapisuj denne teplotu vzduchu v tom istom €ase. Definuj funkciu,
ktora priradi kazdému driu v tyZdni teplotu vzduchu zapisanu v ur€itd hodinu. Narysuj
graf tejto funkcie, uvazuj o jej vlastnostiach. Je prostou funkciou? Je ohrani¢ena? Je
monotonna, ak ano urdi intervaly monotonnosti tejto funkcie!

ULoHA 4.2.2

Kazdé rano v mesiaci ohodnotte svoju naladu na stupnici 0O (otrasna) po 10
(vynikajuca). Posledny den mesiaca narysujte graf funkcie, ktora priradi kazdému driu
mesiaca urovef vasej nalady. Aké vlastnosti ma tato funkcia? Ma aj nulové body?
Ulohu zopakuijte aj v dalSom mesiaci a porovnat priebeh oboch ziskanych funkcii!
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