10 Matematicka indukcia

Metodicky zamer

Matematickou indukciou sa zaoberaju Studenti gymnazia na konci 1. ro€nika
(kvinty) v ramci tematického celku Tedria Cisel. Vyuzivaju ho predovsetkym pri dokaze
tvrdeni tykajucich sa premennej veli€iny, ktora méze nadobudat hodnoty len z mnoziny
prirodzenych Cisel. Pri dokazoch réznych vzorcov Studenti Casto kladu otazky tykajuce
sa pdvodu tychto formul. Aktivity ktoré navrhujeme, umoznia Studentom odhalit’ aspori
niektoré z nich. Vdaka tabulkovému procesoru Excel vytvorime tabulky hodnét pre
prislusné vzorce a motivujeme Studentov k vysloveniu hypotézy, ktoru nasledne dokazu
metddou matematickej indukcie. Takyto postup je neformalny a pre Studentov
motivujuci.

Matematicka indukcia je dGkazova metoda, ktora je medzi Ziakmi pomerne
oblubena, pretoze je mozné ju uspesSne pouzivat bez toho, aby rozumeli samotnému
principu. Staci teoreticky a formalne zvladnut jej dva kroky. Namiesto rutinného a €asto
mechanického vyuzZivaniu tohto principu prezentujeme v tejto kapitole inovativny
a kreativny spdsob vyu€ovania s podporou poéitacovych technologii.
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Dékaz metédou matematickej indukcie sa pouziva na dbkaz tvrdeni tvaru:
Pre kazdé prirodzené €islo n plati T(n)

Dékaz pozostava z dvoch krokov:
* 1.krok: Dokazeme platnost tvrdenia T(1);
T(1) je tvrdenie, ktoré vznikne dosadenim hodnoty n=1 do vyrokovej formy T(n)
e 2.krok: nazyva sa tiez indukény krok
Dokazeme tvrdenie:[] n[JN; T(n) [J T(n+1); dokazeme, Ze pre kazdé prirodzené Cislo
n z platnosti tvrdenia T(n) vyplyva platnost’ tvrdenia T(n+1)
Tym je dokazana platnost tvrdenia T(n) pre kazdé n/JN

Inovacia vyucovacieho procesu

Uvadzané aktivity v pocitatovej u€ebni zaradime do vyu€ovania po hodine matematiky,
na ktorej boli Studenti zoznameni s principom matematickej indukcie. Umoznime Studentom
aktivne participovat’ na odhalovani vSeobecnych tvarov vzorcov a identit, ktoré dokazujeme. V
naznacCenych aktivitach pri postupnej a systematickej analyze tabuliek prezentujucich uvedené
vztahy je mozné vo viacerych pripadoch dospiet k spravhym hypotézam, ktoré budu nasledne
potvrdené dékazom matematickou indukciou. Uvedieme Styri ulohy na dokazovanie identit a
nerovnosti.
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Riesené priklady

PrikLap 10.1

Urcte sucet n za sebou nasledujucich neparnych Cisel:
1+3+65+...+ (2n-1)=7?

RIESENIE
Vytvorime v Exceli tabulku hodnét pre niekolko prvych c&iastoCnych suctov S,; nech n=1az

n=20. Prijej hibSej analyze je zjavne, Ze plati vztah:
1+3+5+..+ (2n-1) =n? ktory nasledne dokazeme.

zapis v_excelovskom harku reerezentécia na obrazovke pocitaCa
A B C

vytvorenie tabulk 1 1 1 !
y y 2| 2 3 1
’ . 3 3 5 d
* Do stlpca A - bunky A2:A20 vkladame | 4 | 4 7 16
hodnoty premennej n vyuZijeme | 5| 5 E] 25
: . B B 11 36
pritom funkciu Rady a2 - 3 19
* Do bunky B2 vlozime hodnoty | & ) 15 B
premennej a(n) = (2n-1) v tvare | 9] ] 17 a1
=2*A1-1, nasledne prekopirujeme do | <2 o D o
A2:A20, 712 12 23 144
e Do bunky C1 vloZime hodnotu 1, 13| 13 25 169
« Do bunky C2 viozime =C1+B2 |=% = a4 =
prekopirujeme do C3:C20 G| 15 3 25
17 17 13 289
18] 18 5 324
19| 13 37 361
20 20 L 400

Dékaz Mi:

1. overime pren =1 [J 1+3=2%? .. plati
2. IP:vztahplatipren=k [J 1+ 2+ 3+ ...+ (2k-1) = K?
3. Dokazeme, Ze plati aj pre n = k+1; teda 1+2+3+ + 2k+ (2(k+1)-1) = (k+1)?

KedzZe, 1+2+3+ + (2(k+1)-1) = 1+2+3+ 2k+2k +1 = k*+2k+1[]
Po uprave dostavame: 14243+ + (2(k+1)-1) = (k+1)?

Obr.10.1: RiesSenie prikladu 10.1

PrikLap 10.2




V postupnosti {an}jzl su prvé dva cleny a;=3, a; =9 a pre kazdé n[J N plati:
ax = 4a.1-3ar2. DokazZte, Ze pre kazdé n [JN plati: a, = 3".

RIESENIE
Pri rieSeni postupujeme analogicky ako v predchadzajucom priklade. Zostavime

tabulku, analyza ktorej nas privedie k vysloveniu hypotézy. Nemusime Studentom hned
odhalit pravu stranu identity, ale povzbudzujeme ich, aby sami vyslovili spravnu

hypotézu.
vytvorenie tabulky hodnot reprezentdcia na obrazovke pocitaca
postupnosti
« Do stipca A; bunky A2 :A20 | |, a,=4a,1-38,, |a,=3"
vlozime index Clena 1 31
postupnosti, 5 -
» V stipci B; bunky B2: B20 ;

: 3 2713
zaznamename hodnoty ?
Clenov postupnosti a,, do 4 8113
bunky B4 vloZzime vyraz v 5 24313°
tvare = 4*A2-3*A1, 6 729|3°

e skopiruieme do  buniek 7 2187 | 3’
B4:B20, 8 6561 | 3°
« V stipci C registrujeme a 9 19683 ] 3°
vyznacime mocniny Cisla 3 10 59049
11 177147
12 531441
13 1594323
14 4782969 | 3"

Dékaz Mi

Metdédu matematickej indukcie pouzijeme v modifikovanej podobe. Najskér overime, i
vztah plati pre n = 7 a n=2. Nasledne predpokladame, Ze rovnost plati pre dva za sebou
nasledujuce ¢leny postupnosti am, am+ a z tohto predpokladu ukazeme, Ze vztah plati
aj pre vyraz ame.

1. Nech n=1 a n=2, potom a;=3', a, =3? teda uvedeny vztah plati.

2. IP: nech vztah plati pre n = m a n = m+1; teda an = 3" a an.+= 3™ z tohto ukadZzeme, Ze
plati aj pre n =m+2 teda ame2 = 3™

Z rovnosti ax = 4ai1-3ar2 po dosadeni za k =m+2 dostavame

Qme2 = 4a@m+1 -3am [0 @msz = 4.3™7-3.3" =4.3™" - 3™ = 3,3m1 =3m2 ]

am+2 = 3™2 o bolo treba dokazat’

Obr.10.2:Riesenie prikladu 10.2

PrikLap 10.3

Urcite suCet n za sebou iducich prirodzenych a tiez sucet tretich mocnin n za sebou
iducich Cisel : a) 1+ 2+ 3+ ...+t n=?
b) P+2°+3+ . .+n’=7?




RIESENIE

Pri rieSeni postupujeme ako v priklade 1. Zostavime tabulku Eiastoénych
suctov. Pri ur€ovani suctu n za sebou iducich prirodzenych Cisel mézu studenti vyuZit aj
vzorec pre sucet n €lenov aritmetickej postupnosti. Vztah pre sucet tretich mocnin n za
sebou iducich Cisel potom lahko odhalia pomocou vytvorenej tabulky.

vytvorenie tabulky €iastoénych reprezentacia na obrazovke pocitaca

suctov pre n=1 az n=20

s Zostavenie tabulky je analogické | [n n’ S =142+...4n | 5,=1°+2° +...+n°
ako v priklade 1. Prvu z identit 1 1 1 1
dokazujeme za ucelom lahSieho 2 8 3 9
odhalenia vztahu pre sucet 3 27 6 36
tretich mocnin "n" za sebou 4 64 10 100
iducich  prirodzenych  Cisel. 5| 125 s5=15 225
Preto tiez zostavujeme 6| 216 21 441
spolo¢nu  tabulku pre obe 7| 343 28 784
identity. Vo $tvrtom  stipci 8| 512 36 1296
Studenti registruju v prislusnych 9| 729 45 2025
riadkoch druhé mocniny Cisel 10| 1000 55 3025
objavujucich sa v tretom stipci 11] 1331 66 4356
vzdy v prislusnom riadku 12| 1728 78 6084

o Z farebne vyznaceného riadku
dedukuju Studenti na vztahy:

1+2+3+...+n:n'(n+1)

2
13+23+33+...+n3:Hn(n”)H2
0 2 0

Dékaz Mi

Prva identitu 1+ 2+ 3+ ..+ n= je mozné ziskat aj pouzitim vzorca pre sucet n ¢lenov
aritmetickej postupnosti s diferenciou d=1; ( S, =n(a++an)/2).

Dokazeme teda iba druhy vztah.

1. n=1 potom 13 = (1.2/2)? ....plati

k(k + 1)H2
2 0
3. Ukadzeme, Ze na zaklade IP plati aj vztah pre n = k+1; teda plati:

2
P42’ +3% 4+ 0+ (kt1) = EW%

2.nech platiIP;ak n=k [0 1’+2°+3%+ . +k’= E

2
Podfa IP: 1P+ 2°+ 3%+ &>+ (k+ 1)’ = @@@ +(k+1)=

2
—(k+1)°.[I/d+k+ 1] =(k+ 1), (k2+4k+4)/4=@w2(k+2)@ ¢o bolo treba dokazat’

Obr.10.3: RieSenie prikladu 10.3

PrikLap 10.4




a) Dokazte, Ze nerovnost 2" > n?
plati pre kazdé n[JN n = 5.

b) Dokazte, Zze nerovnost 2" > 2n +1
plati pre kazdé n(JN n = 3.

RIESENIE
vytvorenie tabulky hodnot reprezentacia na obrazovke pocitaca
postupnosti
« Do stlpca A; bunky A2 :A20 A B . C D
vlozime index &lena ; n 12 I 12”” -
postupnosti, 3] 3 1 ] £
e V stipci B; bunky B2: B20 ! 3 8 9 !
Zaznamename hodvr}oty B z = = T
Clenov 2", do B2 vlozime | 7 B B4 36 13
vyraz = POWER(2; A2),| .t 7 128 45 15
. X 5 g 26 B4 17
skopirujeme  do  buniek | 5 £19 ey 15
B2:B20, 11 10 1024 100 21
I . 12 1 2048 121 23
eV stlvpm C; bunky C22.CZO 5 - 06 T o
vypocitame hodnoty n? do | 11 13 8192 163 Z
C2 vkladame = A2*A2, 15 4] 16384 198 25
e 16 15| 5276 225 31
hd \' StlpCl D, bunky C2:C20 17 16 E5536 26 EE]
vypoéitame hodnoty 18 17| 131072 289 35
2n+1,vkladame ~ vyraz = =| 2 R R
. 20 19] 524288 31 3
2*A2+1 21 20| 1048576 400 41

Dékaz M

a) 1. nech n=5, potom 2°>5°plati lebo 32>25 [J
2.nech plati IP;pren=k [J 2* > K?
3. z platnosti IP dokazeme platnost vztahu pre n = k+1, teda 2¥*' > (k+1)?
KedZe plati:
2k > k2 /2
2.2>2.k? [] 2€" > k? +k?
k>5teda k-1 >4 [J] (k-1)>>16 [J k®>2k +15 >2k +1
2T > k2 +k? > k2 +2k +1 >(k+1)? ¢o sme chceli dokazat’
b) analogicky ako v a)

Obr.10.4: RieSenie prikladu 10.4

VysSie uvedené aktivity umoznili Studentom pocCas vyuCovacej hodiny

aktivnejSie a tvorivejSie pracovat. Rutinny a ¢asto mechanicky postup pri tejto
dbkazovej metdde bol obohateny o pracu s tabulkovym procesorom Excel.
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