12 Logaritmické funkcie

ﬁ" Metodicky zamer

V dobe vypoctovej techniky by sa mohlo zdat, ze logaritmy ako nastroj na
zjednoduSovanie réznych naroénych vypoctov stratili svoj vyznam. To ale neznamen3,
Ze vyznam stratila logaritmicka a exponencialna funkcia. Prave naopak. Obidve tieto
funkcie su pritomné v mnohych matematickych modeloch su€asného sveta. V tejto
kapitole uvadzame aj zaujimavé slovné ulohy v snahe pribliZit tieto pojmy Studentom.

>

% Co by mal $tudent vediet’ - struény sylabus

y = log.x rastuca;

Funkciu f', inverznu k funkcii f: y = a*

nazyvame logaritmickou funkciou so
zakladom a;

Logaritmickd funkcia f’ je uréena
predpisom, ktorym sa kazdému

kladnému realnemu ¢&islu x priraduje
jeho logaritmus y = log.x, kde a>0, aZ1;
Grafom logaritmickej  funkcie je

XEy@

Z monotoénnosti logaritmickej funkcie
vyplyva, Ze pre kazdeé x,y [/ R plati:

log.x =log.y (a>0, a#1)

X<y < log.x <log.y (a>1)
X<y < log.x>log.y (O<a<1)

logaritmicka krivka;

D(f) = (0, o ); obor funkénych hodnét
Hf =R,

Kazda logaritmicka krivka prechadza

bodmi [1,0] a[a,1],

e pricom suradnicovd os y je jej
asymptotou

e Aka>1,je * Ak O<a<tje
funkcia funkcia

y = log.x klesajuca

¥

' ' 1,01 ' x
y=logx
a>1l

Logaritmus Cisla y (vacsieho ako 0) pri
zaklade a (a>0,a#1) je exponent X,
ktorym musime umocnit zaklad, aby sme
dostali Cislo y, €o mbéZeme zapisat’
x=log.y = y = a*

Ak sucCasne plati, ze r >0, s >0, a >0,
az1, tak: potom:
Logaritmus sucinu_dvoch kladnych Cisel
sa rovna suctu logaritmov tychto dvoch
Cinitefov:

log.r.s = logar +l0g.s |
-Logaritmus podielu dvoch kladnych &isel
sa rovna rozdielu logaritmov tychto dvoch
Cinitefov:

logar.s = logar - 10g=S
-Logaritmus suéinu dvoch kladnych cisel
sa rovna sucinu logaritmov tychto dvoch
Cinitefov:

logar.s = logar +log.S
-Logaritmus mocniny s kladnym
zakladom sa rovna sucinu exponenta
a logaritmu zakladu mocniny:

log.r = k. logar
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RiesSené priklady

PrikLap 12.1

Matematicky model paméte studenta.

Studenti boli testovani z matematiky a nasledne niekolko mesiacov za sebou im bol

predlozeny ekvivalentny posttest. Priemerné skore ziskanych bodov popisuje funkcia:
f(t)= 80-14In(t+1); 0 st <12

kde t je ¢as v mesiacoch.

a) Aké boli vysledky originalneho testu (t =0)?

b) Aké vysledky dosahovali Studenti po 4 mesiacoch a aké po 710 mesiacoch?

c) Zostrojte graf uvedenej zavislosti!

RIESENIE

Vyuzijeme didakticky softvér Graphmatica a tabulku hodnét. Modifikujeme
mierku na suradnicovych osiach prostrednictvom polozky Grid Range zo Submenu
View. Vlozime hodnoty t/7<0,12> a f(t)[J< 0,90 >.

Vyhodou rieSenia ulohy pomocou pocitaca je flexibilita a otvorenost pre
moznosti modifikovania a skumania jej dalSich aspektov. Studenti podas rieSenia
problému polozili otazku, aky priebeh ma tato funkcia ak rozSirime Casovy interval
povedzme na tri roky. Ma tato funkcia nulové miesto? (zaujimalo ich, ¢i a kedy je
mozné Uuplné zabudnutie ziskanych informacii). Ak modifikujeme defini¢ny obor funkcie
a zoberieme x/[J <0,120>, Co zahffia obdobie desiatich rokov zistujeme, Ze sa
dostavame na uroven 10% vedomosti.

5 Equation(s):
\i y = 80-14*In(x+1)
) X y
0 80,0
0,5 74,3235
1,0 70,2959
1,5 67,1719
2,0 64,6194
2,5 62,4613
3,0 60,5919
3,5 58,9429
40 57,4679
D(f)= <0,12> 4.5 56,1335
5,0 54,9154
55 53,7948
6,0 52,7573
6,5 51,7914
7,0 50,8878
7,5 50,0391
8,0 49,2389
8,5 48,4819
9,0 47,7638
9,5 47,0807
10,0 46,4295



http://gss.sd42.ca/images/pagemaster/math_professor_algebra.gif.jpg

D(f=<0,120> 10,5 45,8071
11,0 452113
11,5 44,6398

Zavery:

* Graf naznacCuje, ze funkcia je spoijita, klesajuca na intervale <0,12>. Pokles
urovne vedomosti je vyjadreny uvedenou tabulkou. Hodnoty f(f) koreSponduju s
vysledkami ziskanymi vypo&tom:

* f(0) = 80; funkcia tu nadobuda svoje maximum
f(4) = 57,46
f(10) = 46,42
Funk&né hodnoty potvrdili, ze najvacsi ubytok vedomosti je prvé dva mesiace po
ich ziskani, neskér sa ubytok spomaluje.

Obr.12.1: RieSenie prikladu 12.1

PrikLAD 12.2

Pouzite tabulkovy procesor Excel a demonstrujte na tabulke hodnét platnost’ vztahov:
a) 009 4 102 = In(x) - In(y)

In(y)
b) In(x).In(y) # In(x.y) = In(x) + In(y)

RIESENIE

5= Uloha pomerne jednoducha, velmi vhodna na prehibenie a fixaciu znamych,

Casto vSak Studentmi zamienanych vlastnosti logaritmickych funkcii. Zvolime niekofko
fubovolnych hodnét premennych x a y. Tieto vlozime do stlpcov A a B;

« do stipca C, do bunky C2 vkladame =In(A2)/In(B2) a kopirujeme do C3:C7,

« do stipca D, do bunky D2 vkladame = In(A2/B2), skopirujeme do D3:D7,

 do stipca E, do bunky E2 vkladame = In(A2)-In(B2), skopirujeme do E3:E7.
Podobne postupujeme aj v pripade b) stai zmenit’ vkladané funkcie v bunkach C2, D2,
E2 a tabulka sa automaticky modifikuje.

X y In(x)/In(y) | In(x/y) In(x)-In(y)
1 2 0] -0,69315 -0,69315
3 410,792481 | -0,28768 -0,28768 | | vysledky
5 610,898244 [ -0,18232 -0,18232 | | potvrdzuju
10 511,430677 [ 0,693147 0,693147 | | platnost’ vztahu a)
4 0,5 -2(2,079442 2,079442
6 0,2| -1,11328 | 3,401197 3,401197
X y In(x)*In(y) | In(x"y) | In(x)+In(y)
1 2 0]0,693147 0,693147
3 4 1,523 ]2,484907 2,484907 | | vysledky
5 6]2,883726|3,401197 3,401197 potvrdzuju
10 5] 3,705868 [ 3,912023 3,912023 | | platnost vztahu b)
4 0,5| -0,96091] 0,693147 0,693147
6 0,2| -2,88373] 0,182322 0,182322




Tab.12.1:Hodnoty funkcii ziskané tabulkovym procesorom MS Excel

PrikLap 12.3

Pouzite pocitaCovy program na demonstraciu rovnosti f(x) = g(x), ak x> 0 pre dvojice
funkcii:

a) f(x) = In(x*/4) g(x) = 2In(x) - In4
b) f(x) = In/x.(x* + 1) g(x) = 1/2[In(x) + In(x?*+1)]
c) f(x) = In \/%1 g(x) = 2In3 -1/2In(x*+1)
X
RIESENIE

Priklad sluzi na precviCenie dblezitych vlastnosti logaritmov. Dokonca aj

Uprava vzorcov sa mdze stat pritazlivejSou, ak vyuzivame vhodny didakticky softvér na
potvrdenie spravnosti vysledkov. Studenti v prvej faze aplikuji znadme vzorce a
transformuju funkciu f(x) na tvar g(x), (alebo opacne). Nasledne graficky overuju svoje
vysledky. Kresli¢ grafov Graphmatica v pripade spravneho rieSenia zaznamena v okne
Graph dva totozné grafy, o om sa presved¢ime vdaka tabulke hodnét.
Equation(s):
y=In(x*x/4) (1)
y=2*In(x)-In(4) (2)
X y y2
0,5 -2,7726-2,7726
1,0 -1,3863-1,3863
1,5 -0,56754-0,5754
20 0 0
2,5 0,4463 0,4463
3,0 0,8109 0,8109
3,5 1,1192 1,1192
° 4,0 1,3863 1,3863
4,5 1,6219 1,6219
50 1,8326 1,8326
55 2,0232 2,0232
Equation(s):
: y=In(sqrt(x*(x*x+1))) (1)
y= 1/2*(In(x)+In(x*x+1)) (2)
s X y y2
0,5 -0,235 -0,235
: 1,0 0,3466 0,3466
1,5 0,7921 0,7921
2,0 1,1513 1,1513
0 % 2,5 1,4486 1,4486

S 3,0 1,7006 1,7006
: 3,5 1,9184 1,9184
4,0 2,1098 2,1098
4,5 2,2802 2,2802
50 2,4338 2,4338

Zaver: Equation(s):




V okne Graph registrujeme vo v8etkych y= In(9/(sqrt(x*x+1))) (1)
pripadoch iba jednu krivku, nakofko grafy | y=2*In(3)-1/2In(x*x+1) (2)
oboch funkcii si totozné. Tabulky tiez ’é c 32’ 0857 %,20857
otvrdzuju rovnost funkcii 10 18507 18507
1,5 1,6079 1,6079
- 2,0 1,3925 1,3925
) 2,5 1,2067 1,2067
3,0 1,0459 1,0459
s 3,5 0,9052 0,9052
; 4,0 0,7806 0,7806
4,5 0,669 0,669
5,0 0,5682 0,5682
: 5,5 0,4762 0,4762
T 2 5 : 5 5 6,0 0,3918 0,3918

Obr.12.2: Grafické rieSenie prikladu.12.3

PrikLaD 12.4

Graficky rieSte nerovnice:
a) In(x*+2) >2*+ 3
b) log(x?-4) +5*log(x-2) > 3

RIESENIE

Didakticky softvér Graphmatica je vybornou poméckou pri rieSeni réznych typov
ZlozitejSich rovnic a nerovnic. Grafické rieSenie nerovnice (to isté plati aj pre rovnice)
spociva v zostrojeni grafov funkcii f(x): y=In(x?> +2) nachadzajlucej sa na lavej strane
nerovnosti a g(x): y=2*+3 nachadzajucej sa na pravej strane nerovnosti. Na
vyhladanie prieseCnika grafov pouZijeme tabulku Find Intersection z menu Tools.
Hodnoty x-ovych suradnic ziskanych prieseénikov grafov ur€uju krajné body vysledného
intervalu. Tabulky a grafy podavaju tiez vyCerpavajucu a vystizna informaciu
o definicnych oboroch funkcii, s ktorymi pracujeme - mame moznost v spoloCnej
diskusii poukazat’ aj na tieto detaily, ktoré Studenti tak ¢asto prehliadaju.

Equation 1: = 27+3 hd

Equation 2 |_|,|=In[:-<":-:*:-:+2]

Guess for off-screen intersection [optionall: » = |

® Y
Calculate
Cloze

Rezults:

il .

Obr.12.3: Okno Find intersection z menu Tools




Riesenim je interval : ( 2,77; c0)

Equation(s):
y=In(x*x*x+2) (1)

y= 2"(-x)+3 (2)

X y y2

0,5 0,7538 3,7071

1,0 1,0986 3,5

1,5 1,6818 3,3536
2,0 2,3026 3,25

2,5 2,8693 3,1768
3,0 3,3673 3,125
Find Intersection:
y=In(X*x*x+2); y= 2**(-x)+3
X y
2,7701 3,1466

Riesenim je interval : (4,32; o)

Equation(s):
y=log(x*x-4)+5*log(x-2) (1)
y=3(2)

X y y2

0,5 Error 3,0
1,0 Error 3,0
1,5 Error 3,0
2,0 Error 3,0
2,5 -1,153 3,0
3,0 0,699 3,0
3,5 1,7969 3,0
4,0 2,5843 3,0
4,5 3,2006 3,0
Find Intersection:
y=3; y=log(x*x-4)+5*log(x-2)
X y
4,3253 3,0

Obr.:12.4: Grafické rieSenie nerovnic




	 Riešené príklady

