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Vystavba matematiky

Z matematickych disciplin bola solidne podloZzena prva geometria.
Euklidov pokus vybudovat geometriu prisne deduktivne z axiomatickej sustavy
bol na svoju dobu pozoruhodny.

Z metodologickych dévodov ma axiomatizacia vednej discipliny velky
vyznam.

Euklidovska geometria je matematicka tedria, ktorej zaklady polozil
grécky matematik Euklides z Alexandrie. Euklidove zvazky Zdklady boli prvou
systematickou diskusiou geometrie. Bol to jeden z najvplyvnejsich suborov knih
v historii, tak kvoli jeho metdde, ako aj matematickému obsahu. Metdda
pozostava z predpokladu niekolkych intuitivne platnych axiomov a dokazu
mnozstva inych tvrdeni (viet) z tychto axiémov. Aj ked vela z Euklidovych
vysledkov bolo znamych gréckym matematikom pred nim, Euklid bol prvy,
ktory ukazal ako tieto tvrdenia tvoria spolu komplexny deduktivny systém.

Zdklady zacinaju geometriou v rovine, ktora sa stdle uci na strednych
Skolach ako prvy axiomaticky systém a prvé priklady formalnych dékazov.
Neskdr Euklides popisuje geometriu telies v troch rozmeroch a nasledne
rozSiruje na lubovolny konecny poclet rozmerov. Mnoho z vysledkov v
Zdkladoch su dnes tvrdeniami v tedrii, ktord volame tedria Cisel a Euklides ich
dokazoval geometrickymi metddami.
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Po vysSe dvetisic rokov bolo pridavné meno ,euklidovskd“ zbytocné,
pretoze sme nepoznali Ziadnu ind geometriu. Euklidove axiomy sa zdali tak
intuitivne samozrejmé, Ze kazda veta z nich dokazana sa povazovala za pravdivu
v absoldtnom zmysle.

Dnes vSak pozndme mnoho inych konzistentnych formalnych geometrii,
z ktorych prvé boli zostrojené v zaciatkoch 19. storocia. V dnesnej dobe uzZ ani
nepovazujeme euklidovskud geometriu za tak samozrejmu pre popis fyzikalneho
priestoru. Désledok Einsteinovej vSeobecnej tedrie relativity je, ze euklidovska
geometria je vyborna aproximdcia vlastnosti fyzikdlneho priestoru, ale len v
pripadoch, ked' gravitacna sila nie je prilis silna.

Axiomaticky pristup

Na zaciatku prvej knihy Zdkladov, Euklides podava pat postuldtov

(axiomov):

1. Lubovolné dva body sa daju spojit useckou.

2. Lubovolna Usecka sa da nekoneéne predizit.

3. Ak je dana fubovolna usecka, méZzeme nakreslit kruznicu, ktora bude mat
tuto usecku ako polomer a jeden koniec bude jej stred.
Vsetky pravé uhly su zhodné.
Postulat o rovnobeznosti. Ked dve priamky pretinaju tretiu tak, Zze sucet
vnutornych uhlov na niektorej strane je mensi ako dva pravé uhly, potom
tieto dve priamky sa musia nutne pretnut prave na tejto strane.
Tieto axiomy evokuju koncepty bodu, priamky, usecky, strany priamky,
kruznice s polomerom a stredom, pravého uhlu, zhodnosti, vnutornych uhlov a
sU¢tu. Objavuju sa tieto slovesa: spoijit, predizit, nakreslit, pretndt. KruZnica v
postulate 3 je implicitne jedinecnda. Postulaty 3 a 5 platia iba pre rovinnu
geometriu, pricom v troch rozmeroch postulat 3 nedefinuje kruznicu, ale gulu.
Euklides pouzival pojmy priamka, polpriamka, Usecka a Ciara bez rozdielu.
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@ Logické zdsady (poziadavky nespornosti sustavy)
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# Zasada postacujuceho dévodu (kazdy pravdivy vyrok musi mat
postacujuce odévodnenie)

+ Zasada totoznosti (aby sa kazdy pojem pouzival vidy v rovnakom zmysle)

+ Zasada sporu (nemdZe byt suasne pravdivy vyrok ajeho negacia; dva
odporujuce si vyroky nemozu byt sucasne spravne)

+ Zasada vyluéenia tretieho (musi byt pravdivy bud’ dany vyrok alebo jeho
negacia)

id— Zasady logickej dedukcie a usudkové schémy

+ V/yrok, ktory mozno odvodit zo spravnych vyrokov, je spravny.
+ Vyrok, ktorého negécia je spravna, je nespravny.

+ Vyrok, ktorého negacia je nespravna, je spravny.

+ V/yrok, z ktorého mozno odvodit nespravny vyrok je nespravny.

Usudkové schémy: implikagny, sylogisticky, substituény a identifikaény usudok.
Uvedené zasady a usudkové schémy zabezpecuju postup pri logickom
odvodzovani vyrokov.

Logickd konstrukcia je dokazom existencie urcitého nového prvku

Definiciou sa zvyCajne rozumie vymedzenie obsahu a rozsahu nejakého pojmu.
Do Uvah zavadzame v matematike nové pojmy najcastejsie definiciou. Budeme
predpokladat, Ze termin je definovany, ak je stanoveny jeho vyznam.

Definicia slUzi na vymedzenie vyznamu terminu.

Axioma je prvotny vychodiskovy vyrok, ktory netreba dokazovat. Ak najdeme
v nejakej vednej discipline skupinu tvrdeni, z ktorej moézeme odvodit vsetky
ostatné vety tejto discipliny bez toho, aby sme pritom pouzili nejaké iné
prostriedky, tak moZeme tieto tvrdenia prehldsit za axiomy uvaZovanej
discipliny. Hovorime potom, Ze tato vedna disciplina je axiomaticky podloZena.

FAxiomatickd sustava a jej vlastnosti
Axiomatickou ststavou sa rozumie sustava axiom, na ktorej je vybudovanad
vedna disciplina a ktora ma tri zadkladné vlastnosti:

Zakladom logickej vystavby matematiky je stistava axiom. Axiomy su vyroky,
ktorych pravdivost predpokladdme. Pojmy, ktoré sa v axidmach pouZivaju, a
ktoré nie su definované, nazyvame primitivne (zdkladné) pojmy. Sustava axiom
musi spifat

1. nespornost (zo sUstavy axidm nemdzeme vyvodit vyrok a sucasne jeho
negaciu),
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2. nezavislost (nembzeme odvodit axiomu z ostatnych axiom, kazda z axiom je
nezavisla od ostatnych — poziadavka nezavislosti redukuje pocet axiém),

3. uUplnost (zo sustavy axidm je moziné dokazat pravdivost, alebo
nepravdivost kazdého matematického vyroku, ktory nie je axiéma).
Axiomatickd sustava sa nazyva uUplna, ak kazdé dva modely z nej vybudovanych
vednych disciplin si navzajom izomorfné, ¢o znamena, Ze medzi prvkami oboch
modelov existuje jednojednoznacné priradenie. Ak je axiomaticka sustava
Uplnd, moZeme disciplinu z nej vybudovanu Studovat na ktoromkolvek jej
modeli.Tato skutocnost ma prave pre matematiku velky vyznam.

F Obsah matematiky, pojem a pojmotvorny proces
- Relativny pojem (teoreticka a aplikovana matematika); matematické
poznanie, matematické pojmy, pojmotvorny proces, indukcia a dedukcia,
matematické vety, dokazy matematickych viet.
Pojem — v procese odrazu vlastnosti objektov vznika v mozgu cloveka osobitna
forma myslenia, ktora sa nazyva pojem.
+ Pojem je produkt vysokoorganizovanej hmoty.
#+ Pojem odraza materidlny svet.
+ Pojem predstavuje v poznani prostriedok zovéeobecnenia.
#+ Pojem oznacuje $pecificku ludsku &innost.
+ Utvaranie pojmu vo vedomi ¢loveka je neoddelitelné od jeho vyjadrenia
prostrednictvom reci, pisma alebo symbolu.
Kazdy matematicky pojem ma urcity obsah a rozsah.
Obsah pojmu tvori suhrn vsetkych vlastnosti, ktoré su pre tento pojem
charakteristické; uvazujme napriklad o pojme ,rovnobeznik”. Obsah tohto
pojmu je urceny vlastnostami:
e rovinny obrazec, geometricky Utvar,
e ohraniceny Styrmi useckami,
e protilahlé strany su zhodné,
e protilahlé uhly su zhodné,
e uhlopriecky sa navzajom rozpoluju atd.
Obsah pojmu je teda mnozina vsetkych vlastnosti pojmu, z ktorych kazdy je
nevyhnutny a vSetky spolu su postacujuce na vymedzenie pojmu.
Rozsahom pojmu je mnoZina vSetkych objektov, ktoré maju vlastnosti
stanovené obsahom pojmu.
(Rozsahom pojmu rovnobeznik su vSetky rovnobezniky najrozli¢nejSich tvarov;
obdiZniky, kosostvorce, kosodiZniky narysované v zosite, ale aj zhotovené
z dreva, papiera, myslené...).
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Ak je rozsah r jedného pojmu P; obsiahnuty v rozsahu r druhého pojmu P,, tak
druhy pojem P, je rodom aprvy pojem P; sa nazyva druhom (druhovym
pojmom) vzhladom na pojem P,

gkaz"dd zmena v obsahu pojmu znamend zmenu v rozsahu pojmu.

i-— Pojmy a terminy

Slovo je nositelom pojmu. Slovo oznacujuce presne urceny pojem z lubovolnej
oblasti vedy alebo techniky sa nazyva vedeckym terminom. Napriklad slovo
,kosoStvorec” je matematicky termin.

Symbolika a re¢ musia vyjadrovat dany termin jednoznacne. (pri matematickom
vyjadrovani treba davat pozor hlavne na homonymd napr. slovo ,koren“
a synonyma ,,Stvorec = pravidelny stvoruholnik“.)

Definovanie pojmov

Vymenovanie nevyhnutnych a postacujucich znakov matematického pojmu
redukovanych v suvislu vetu (recou alebo symbolicky) nazveme definiciou
matematického pojmu (matematického objektu).

+ Sirokd definicia; obsahuje menej znakov, ako je na presné vymedzenie
pojmu nevyhnutné. Rozsah definovaného pojmu je nadmnozinou
rozsahu pojmu, ktory sme chceli definovat. Napriklad: Pravidelny
Sestuholnik je rovinny utvar, ktory je ohraniceny Siestimi zhodnymi
useckami.

#+ Uzka definicia; rozsah definovaného pojmu je podmnoZinou rozsahu
prislusného pojmu, ktory sme chceli definovat. Napriklad: Iraciondlne
Cisla su druhymi odmocninami Cisel, ktoré nie si druhymi mocninami
raciondlnych Cisel. (Iraciondlnymi Cislami su vsak aj Cisla m, e, vacsSina
logaritmov a goniometrickych funkcii).

Nie su spravne ani definicie takéhoto druhu:

— Priamka je ¢iara, ktora ma stale rovnaky smer.

— Uhol je mierou sklonu.

— Kolmé priamky su tie, ktoré zvieraju pravy uhol.

Vyskytuju sa v nich pojmy, ktoré su rovnako nové ako zavadzany pojem; pojem
sa definuje pomocou pojmu, ktory sa o definovany pojem opiera. Hovorime o
%+ Definovani kruhom
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Definovanie kaZdého pojmu méZeme sledovat vo vyvoji ako proces
pribliZovania sa jedného pojmu k druhému. Pri tomto procese nevyhnutne
prideme k pojmom prvotnym (zdkladnym), pricom postupnost krokov je
konecna.

V postupnosti pojmov, ktoré dostaneme ako vysledok procesu definovania

pojem predchadzajuci.

Napriklad Stvorec je Specidlny kososStvorec, kososStvorec je Speciadlny
rovnobezZnik, rovnobezinik je Specidlny mnohouholnik a mnohouholnik je
Specidlny geometricky Utvar, geometricky utvar je mnozina bodov.

Niektoré prvotné pojmy nedefinujeme ako napriklad: mnoZina, bod, rovina...
Proces zavadzania pojmov pomocou inych pojmov je ndzorny na Eulerovom
diagrame

Eulerov diagram

rovnobeznik

kosostvorec

ﬁ Spoésoby definovania matematickych pojmov

4% Pomocou najblizsieho rodu adruhového  znaku, t.j. pomocou
Specializacie iného pojmu — aristotelovska definicia.
Napriklad: ,Stvorec je pravouholnik so zhodnymi stranami®.

= Syntetickd definicia zavadza pre isté spojenie zndmych pojmov novy
pojem, pripadne termin.
Napriklad: , Priamka, ktora mad s kruZnicou spolo¢ny bod sa nazyva
dotyCnicou kruznice“. ,Elipsa, parabola, hyperbola su jednoduché
kuzelosecky".
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# Konstruktivna pripadne genetickd definicia; v ktorej sa ukazuje tvorba
nového objektu.

Napriklad: , KruZnica je mnoZina vsetkych bodov roviny, ktoré lezZia
v danej vzdialenosti od daného bodu leZiaceho v tejto rovine”.

+ Definicia pomocou abstrakcie sa uplatiiuje v matematike na tom
zdklade, Ze medzi uréitymi matematickymi objektmi plati isty vztah
(symetricky, reflexivny, komutativny,...), ktory je spolo¢ny vSetkym
prvkom istej mnoziny.

Napriklad: , Rovnobeiné priamky maju ten isty smer”. ,Nekonecné
spocitetelné mnoziny su ekvivalentné s mnoZinou prirodzenych cisel”.

+ Mnohé matematické definicie neuvadzaju definovany pojem izolovane,
ale uvadzaju ho v urcitej suvislosti s inymi pojmami (v kontexte). Takéto
definicie nazyvame kontextudlne.

Napriklad: ,n — ta odmocnina z nezaporného cisla a je také nezaporné
Cislo x, pre ktoré platix" =a “.

# V sUcasnej matematike sa ¢asto pouZivaju induktivne definicie.
Napriklad: rekurentne definovana postupnost: a,.1=a,+ 3, a;=>5.
Potom cleny tejto postupnostisu: {5, 8, 11, 14,...}).

FKIasifikdcia pojmov
Prvky, ktoré maju tie isté charakteristické (zakladné) znaky a patria do rozsahu
daného pojmu, tvoria mnozZinu, ktorej prvky sa moézu od seba odliSovat dalsimi
vedlajsimi znakmi.
Pri triedeni (klasifikacii) rozkladame danui mnoZzinu (rozsahu rodového pojmu)
na triedy (podmnoziny) podla vedlajsich vlastnosti (druhu).
Spravna klasifikacia predpoklada dodrzanie nasledujucich zasad:
» Klasifikacia sa musi vykonat na zaklade urcitého znaku, ktory zostava
nezmeneny pocas celého procesu klasifikacie.
» Pojmy, ktoré dosiahneme v priebehu klasifikacie musia byt disjunktné.
» Triedenie musi zahriiovat vsetky prvky prislusnej mnoziny (rozsahu
pojmu), triedenie musi byt vyCerpavajuce a uplné.
Priklad. Zapiste schému triedenia pojmu trojuholnik podla uhlov (podla
strdn).

ﬁ'* Metodika zavedenia matematickych pojmov v skolskej matematike

,Chdpat neznamend byt divikom, ale konstruovat si svoje vlastné

e VVe

skole s matematikou, si nevytvara Ziaden typ reprezentdcie matematickych
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problémov, ktoré su im predstavované. Nech je forma vyucovania akakolvek,
pochopenie sa u Ziaka nedostavi na zdklade vysvetlovania ucitela , nepride
zvonku”. Ziak sém musi informdciu odovzddvanu uciteflom uchopit, prijat

a spracovat “, (Yves Bertrand, 1998).

Francuzsky matematik M. Fréchet napisal: “Ak je nieco skutocne nevyhnutné,
tak je to odstrdnenie dogmatickej metédy — poddvat Ziakom definicie bez
ukazovania ako vznikli, preco su potrebné, ako sa vyuzivaju.”

+ Konkrétno - induktivna metéda

Podstatu metddy si prezentujme na priklade zavedenia matematického pojmu

»,rovnobezky“.

Etapy vyucovacieho Psychologické stupne
procesu formulovania pojmu

Vyhl'adanie konkrétnych
prikladov

Vnem a pocit

Prechod od vnemu k
predstave

Objasnenie réznych
podstatnych

a nepodstatnych znakov
daného pojmu.

Preskumanie osobitnych
pripadov, ak su.

Vysvetlenie terminu
oznacujiuceho dany pojem

Konkrétne slovné alebo
symbolické vyjadrenie
pojmu

Zeleznicné kol'ajnice,
zarubne dveri

Horizontdlna poloha
priamok - nepodstatny
znak

Rovnaka vzdialenost od
seba - podstatny znak

Priamky, ktoré nemaju
spolocny bod - podstatny
znak

PredlZovanie priamok na
obe strany do nekonecna -
nepodstatny znak

KonStatuje sa, Ze rovnaké
(totozné priamky)maju
tieZ rovnaki vzdialenost
(nula)

Rovnobezny - z gréckeho
slova ,paralleles” ¢o
znamend vedl'a seba




Vyber podstatnych Prechod od predstavy k 1.Rovnobezné priamky -

vlastnosti daného pojmu,  pojmu dvojica rovnako

formuldcia ,prvotnej* vzdialenych priamok

definicie - ndsledné (nepresné).

korekcie- spresnenie

a vypracovanie 2. Rovnobezné priamky

»~druhotnej“ definicie. nemaji spolo¢ny bod -
(netplné).
3. Definicia: Dve priamky
m, n patriace jednej
rovine sa nazyvaju
rovnobezné, ak nemajt
spolocny bod, alebo su
totzne,

Ilustrdcia pojmu na Vytvdranie pojmu 1. Stupne schodov,

konkrétnych prikladoch;

modely pojmu dynamické, 2. Hrany kocky,

statické, kontra priklad,

symbol 3. Dosky podlahy

Iné moznosti definovania | Osvojovanie pojmu Rovnobezné priamky,

daného pojmu

+ Abstraktno — deduktivna metoda

ktoré leziace v jednej
rovine, nemézu mat’ ani
jeden spolo¢ny bod

Pri zavadzani pojmov, ktoré su organicky spaté s pojmami, ktoré Ziaci uz
poznaju, mbéZzeme vyuzit iny spO6sob zavedenie pojmu, tzv. abstraktno -

deduktivhu metddu.

Demonstrujeme na zavedeni pojmu kvadraticka rovnica.
1. krok: Vyslovit definiciu nového pojmu

> Rovnicatvaruax’*+bx+c=0,kdeac R be R cecR, a=0sa nazyva
kvadraticka rovnica.

» Vysvetlime termin, ktorym sa oznacuje (najvacsi exponent nezndmej sa
rovna dvom; rovnica obsahuje druht mocninu neznamej.




2. krok: Preskimat zvlastne pripady takéhoto tvaru;

X+bx+c=0,ax’*+c=0,ax’ +bx=0, ax*=0.
» Urobime klasifikaciu tohto pojmu
» Ukazeme niektoré kontra priklady.

3. krok: llustrovat zavedeny pojem konkrétnymi prikladmi: 2x* + 5x + 6 = 0.
(pri kazdom konkrétnom priklade overujeme, ¢i pojem zodpoveda definicii)

4. krok: Uviest konkrétny priklad vyskytu tohto pojmu: gt’ — 2s = 0, slovné
ulohy

[
3eS)
)
Typické chyby Ziakov pri osvojovani pojmov

Pojem, ktory zodpovedd definovanému objektu, sa nazyva definovany
a pojem, pomocou ktorého sa odhaluje (ukazuje) obsah definovaného pojmu
sa nazyva urcujuci
+ Definicia nie je tmernd; rozsah definovaného pojmu nie je zhodny
s rozsahom.
1. Rozsah urcujuceho pojmu je SirSi ako rozsah definovaného pojmu.
Priemer kruznice je usecka, ktord spdja dva body kruznice.
2. Rozsah urcujuceho pojmu je uzsi ako rozsah definovaného pojmu.
KososStvorcom nazyvame pravouholnik s dvoma susednymi navzdjom zhodnymi
stranami.
+ Definicia obsahuje bludny kruh.
Scitovanie je operdcia, ktorou urcujeme sucet.
+ Definicia ako tautolégia.
Pravy uhol je taky, ktory ma 90 °.
+ Definicia nema byt zaporna.
Mimobezné priamky su priamky, ktoré sa nepretinaju, a nie su
rovnobezné.




" : Zdverom

+ Nové pojmy nezavddzat formdlne, nové abstraktné pojmy detailne
konkretizovat. Podla moZnosti pouZivat konkrétno-induktivhu metédu.

% Pojmy zavddzat pre Ziakov najprirodzenejsou cestou.

+= Pojmy, terminy, definicie treba motivovat a vysvetlovat, nedopustit,
aby si Ziaci vytvarali nespravne predstavy o zavedenych pojmoch.

%+ V priebehu studia novych pojmov treba odhalovat vztahy medzi
novymi pojmami a pojmami uz zndmymi; poukazovat na analégie.

% Na kaidej hodine opakovat Ziakom zndme definicie, délezité
matematické pojmy, ktoreé suvisia so Studovanymi pojmami.

% Pri osvojovani si u¢iva prisne sledovat re¢ a myslenie Ziakov, vyZadovat
presnost, krdatkost a strohost pri formulovani definicii.

ﬁ Poznavaci proces Ziaka

Ucenie mbézeme chapat v sulade s Jifim MareSem ako proces konstruovania
poznatkovych Struktur. Takyto nazor koreSponduje s ndzorom na matematiku
ako na Strukturu pozostavajucu z axiéom, definicii a viet podlozenych dokazmi.
Osvojovanie matematickych schopnosti je uzko spojené s dusevnym vykonom
Ziaka a jeho podstatnou sucastou je proces abstrakcie.

Pozndvaci proces bol skimany mnohymi badatelmi. V tejto prednaske
uvadzame konstruktivny pristup inSpirovany pracou M. Hejného. Vychadza
ztoho, Ze v poznavacom procese cClovek zvacSa najskoér vnima a pochopi
niekolko konkrétnych prikladov, vSima si ahladda ¢o maju spolocné, az
nasledne dochadza k obecnejSim a abstraktnym poznatkom. Schematicky to
mozeme zaznamenat nasledovne:

Obrdzok: Schéma pozndvacieho procesu
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prechod k univerzalnym
a abstraktnym modelom musi sprevadzat nazorny pristup uditela, aby podporil

vznik kvalitnej predmetnej predstavy matematického pojmu.
Jadrom poznavacieho procesu su dva mentdlne zdvihy.

Priebeh pozndavacieho procesu, s uplatnenim principu nazornosti v iom,
suctu prvych n- Clenov aritmetickej
postupnosti. UCivo je zaradené do vyucby po vyucovacich hodinach, na ktorych
vysvetlené pojmy: aritmetickd postupnost, diferencia aritmetickej

prezentujeme na priklade zavedenia

boli uz

postupnosti, vztahy medzi ¢lenmi aritmetickej postupnosti.




Motivdcia

MobZeme zacat prezentdciou anekdoty o slavnom matematikovi K.F.Gaussovi,
v ktorej sa hovori, Ze ked navstevoval ndrodnu skolu, Ziaci jeho triedy dostali za
ulohu vypocitat sucet:
1+2+3+...... +100 =
Ucitel' sa domnieval, Ze si urobi kratku pauzu. Toto mu vsak zmaril Ziak Gauss,
ktory sa vzdpdti prihldsil so spravnym vysledkom 5050.

Separované modely

Separovanymi modelmi su vtomto pripade konkrétne aritmetické
postupnosti. Nechdme urcovat Ziakov sucty konkrétnych aritmetickych
postupnosti s mensim poctom scitancov. (napr.: 1 +2+3+...+10+11+12 =)
Dalej im navrhneme ,$ikovny spésob zdpisu” podla prikladu mladého Gaussa:

1+ 2+ 3+........ .+99+ 100
100 + 99 + 98+.......... + 2+1

101 101 101 101 101

(101.100)

Teraz uZ zvdcsa sami studenti vypocitaju : s, = =5050

Nechajme Ziakov overit dany postup na dalSich typoch aritmetickych
postupnosti;

(napr. pre sucet ¢lenov postupnosti: -30; -27; -24; -21, -18; -15, -12; -9; -6, -3 ).

1. abstrakcny zdvih:

Vyzveme Studentov, aby zapisali vztah pre n ¢lenov aritmetickej postupnosti
z prikladu o Gaussovi. Bez akychkolvek tazkosti Studenti navrhnu vzorec na
zaklade uvahy:
Nakolkos,=1+2+...+n=n+(n-1)+..+2+1
plati teda 2s,=(1+n).n;

(1+n)
2

odkial dostavame: S, =n.

Univerzadlne modely

Ndsledne upozornime studentov, Ze v predchddzajucom pripade sa jednalo
o Specidlny typ aritmetickej postupnosti s diferenciou 1 a prvym ¢lenom a; = 1,
aZe uvahu treba rozsirit na obecny typ aritmetickej postupnosti {a,}
s diferenciou d a prvym &lenom a;. Aky tvar bude mat vzorec teraz? Uvahy




Studentov usmerriujeme otdzkami ako: ktoré fakty o aritmetickej postupnosti
musia byt zname, aby sme mohli vypocitat sucet konecného poctu jej ¢clenov?

MobZzeme vhodne vyuZit aj geometricky model, pomocou ktorého prideme
ndzorne k vzorcu pre n ¢lenov aritmetickej postupnosti, ak narysujeme jej ¢leny
ako obdlZniky so $irkou 1 a vyskou rovnajicou sa hodnote prislusného ¢lena
postupnosti a,,.

Obradzok 2. Sucet clenov aritmetickej postupnosti

a;

an

as Sn

a;

a;

1. 2. 3. (n-1).n.

Dvojndsobok suctu radu 2s, sa rovnd obsahu obdlznika s rozmermi

(n) a (a; + a,). Na zdklade obrdzku studenti zapiSu hladany vzorec:

Sn:n.(al+an) (1)
2

Na tomto mieste Studenti konStatuju, Ze pre kaZdu aritmetickd postupnost

plati vzorec (1) ¢im prekondvaju druhy abstrakény zdvih a vytvdra sa u nich

abstraktnd vedomost.

Teraz je vhodné, aby ucitel zaradil do vyucby exaktny matematicky dbkaz

vzorca.

Dbékaz: Zapiseme sucet prvych n clenov aritmetickej postupnosti dvoma

spbésobmi a ndsledne ich s¢itame. Dostdvame :
Sn = a.l + 3.2 +. + an

Sy =a,+a, 4 +...+d
2s,=(a,+a,)+(@, +a, ) +.....(a,+a,)

Zo vztahov pre sucet dvoch réznych clenov aritmetickej postupnosti vyjadrime:
0,+0s= 01+ 0sg




nakolko vsak a,.;=a,+d; a.;=a.—d;

vyplyva z toho, Ze vSetky sucty v zdtvorkdch sa rovnaju suctu (a; +a,).
Pocet takychto zdtvoriek je prdve n. Dostdvame teda vzorec :s, = w
Krystalizacia.

Pod tymto pojmom sa ukryva zaclenenie nového pojmu do struktury
matematickych pojmov. V nasom konkrétnom priklade ide o zaclenenie pojmu
sucet konecného poctu clenov aritmetickej postupnosti k tematickému celku
postupnosti, odhalenie suvislosti a prepojenia nového vzorca suZ zndmymi
vzorcami z tohto tematického celku bolo ilustrované pri dékaze.

Pokusili sme sa ukdzat, ako je mozné pri zavddzani nového pojmu zo
stredoskolského uciva postupovat od konkrétneho k abstraktnému s pouZitim
ndzornych prostriedkov. Samozrejme, Ze nie vidy sa ndm podari, hlavne na
vyssich stuprioch vzdeldvania problém vizualizovat pomocou vhodného obrdzku,
vzdy je vSak mozné pouzit napriklad konkrétno-deduktivny alebo empiricko-
konstruktivny spbsob vykladu nového pojmu, ktory napomdha pozndvaciemu
procesu Ziaka.

V nasledujucom bliZsie teoreticky vysvetlime pojmy, ktoré sa nachddzaju v
uvedenej schéme pozndvacieho procesu ziaka.

Motivdcia

,Niekde medzi lahostajnostou a vybicovanou aktivitou existuje optimdlna
urovern vzbudenia pozornosti, ktord je pre ucenie najpriaznivejsia...Ako vzbudit
zdujem dietata o svet pojmov?...Posilnit vnutorny zdujem o preberané ucivo,
vStepovat Ziakom zmysel pre objavovanie, prekladat to, co mu chceme povedat
na myslienkové formy a obrazy vlastné dietatu...”.

Separované modely

Su etapou konkretizacie. Model tu chdpeme ako metodologicky prostriedok
k tomu, aby sme sa zorientovali v situdcii. Tuto fdzu pozndvacieho procesu
nemozZno bagatelizovat, nakolko znalost, ktord nie je opretd o Ziaden
separovany (konkrétny) model, o Ziadnu konkrétnu predstavu, byva obvykle
silne formdlna a prdve takymto znalostiam sa chceme pri vyucbe matematiky
vyhnut.

Univerzdlne modely

Kym etapa separovanych modelov je vyslovene etapou hladania, je etapa
univerzalnych modelov etapou nachdadzania vzajomnych suvislosti. Pomocou
prvého mentdlneho zdvihu sa myslienka posunie od konkrétneho ku
vSeobecnejsiemu; dostane sa na vyssiu uroven. Univerzdlny model mdad
vSeobecnejsi charakter nez lubovolny separovany model, predstavuje uz isty




komplexny ndvod, vzorec, Ci algoritmus rieSenia problému. Pre etapu
univerzdlnych modelov je teda charakteristické isté zovseobecnenie
konkrétneho.

Abstraktnd vedomost

Abstraktné vedomosti su v najvysSom poschodi vzdeldvacieho procesu.
Doprajme Ziakom zaZit pocit objavu, ktory je aktom mentdlnej konstrukcie.
Prevedme ich po ceste objavu dvoma abstrakénymi zdvihmi. Prvy zdvih pri
budovani pojmu je urcitym zobecnenim konkrétnej predstavy a ddva zrod
univerzalnemu modelu. Druhy je uZ zbaveny predmetnych predstdv je teda
abstrakciou v pravom slova zmysle a rodi sa z neho abstraktnad vedomost.




