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Matematicky kufrik

Predhovor

Cielom predkladaného textu Matematicky kufrik je ulah¢it $tudentom strednych
§kol pripravu na prijimacie skusky z matematiky, atiez stadium matematiky na vysokej
Skole.

Problematika prechodu Studentov strednych $kol na vysoké Skoly, astym suvisiaca
schopnost’ (neschopnost’) Studentov nadviazat’ na vedomosti z matematiky ziskané na nizSom
stupni vzdeldvania sa v poslednych rokoch dostava do popredia zdujmu odbornikov,
Skolskych institicii, verejnosti aj vysokych $kol.

V dnesnej stale viac sa diferencujicej sieti strednych §kol, ¢o do rozsahu a obsahu
vyuCovania matematiky, chceme pontknut Studentom stru¢ny prehl'ad stredoskolskej
matematiky, zakladnych pojmov, definicii a vztahov, ktoré st nutnym vychodiskom pri
d’alSom §tadiu matematiky na vysokej skole.

Predkladany text sa sklada z trinastich kapitol. Dvojica autoriek spracovala jednotlivé
kapitoly nasledovne: kapitoly I. az VIII. — PaedDr. Lydia Kontrova, PhD., kapitoly IX. az
XIIl. — RNDr. Darina Stachova, PhD.

Pri tvorbe materialu sme sa opierali o dlhoro¢né skusenosti pri vyucovani Studentov
prvych ro¢nikov technickych vysokych $kol, aakcentovali sme témy a pojmy, ktorych
znalost’ je nutnd pri $tadiu vySSej matematiky.

Kazda kapitola textu obsahuje zakladné pojmy a fakty tykajuce sa pojednavanej
problematiky a v pripade niektorych tém ako su rovnice, nerovnice ¢i funkcie, aj niekol’ko

ilustra¢nych prikladov.

Nase pod’akovanie patri recenzentom Prof. RNDr. Jozefovi Fulierovi, CSc a doc. PaedDr.
Janovi Guncagovi, PhD. za pozorné precitanie rukopisu, za ich cenné pripomienky a rady,
ktoré pomohli zvysit’ kvalitu celého ucebného textu.
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1 Vyroky a mnoziny

1.1 Vyroky

/EgVyrok je veta, o pravdivosti ktorej mozno jednoznacne rozhodnut. Pravdivost, resp.
nepravdivost’ vyroku oznacujeme jeho pravdivostnou hodnotou.

Pravdivostna hodnota pravdivého vyroku je 1, pravdivostnd hodnota nepravdivého vyroku
je 0.

Oznacenie vyrokov: A /B, ... ,P,Q, ....

Oznacenie pravdivostnej hodnoty vyroku A: h(A), {A}.

ZloZené vyroky

Nech A, B st vyroky. Potom

a) negaciou vyroku A nazyvame vyrok —A (oznacujeme tiez non A, A, A’) a &tame ,,nie je
pravda, ze A”;

b) konjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok AAB a ¢itame ,,A a stcasne B”, ,AaB”;
c) disjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok AvVB a ¢itame ,,A alebo B ”;

d) implikaciou vyrokov A, B nazyvame vyrok A= B a citame ,,A implikuje B”,
»ak A, potom B”, ..z Avyplyva B”;

e) ekvivalenciou vyrokov A, B nazyvame vyrok A<= B a ¢itame ,, A prave vtedy, ked B ”,
,» A vtedy a len vtedy, ked’ B*.

Pravdivostné hodnoty zlozenych vyrokov a) — e) definujeme tabulkami pravdivostnych
hodnét:

A|B|AAB|AvB| A= B | AcB
i S e
110 01 0 1 1 0
01

0|0 0 0 1 1
Tab. 1.1 Tab. 1.2

ﬂ Poznamka. Pri implikacii A= B vyrok A nazyvame postacujicou podmienkou pre
vyrok B. Pretoze implikacia je pravdiva aj v pripade, ked’ vyrok A je nepravdivy a vyrok B
pravdivy, aby platilo tvrdenie B, staci ale nie je nutné, aby platil predpoklad A.

Vyrok B nazyvame nutnou podmienkou pre vyrok A. Podmienka ,,prirodzené ¢islo je vacsie
ako dva“, je nutna podmienka pre delitel'nost” tromi.

Nech A, B, C su vyroky. Potom plati

1L.{AVv(—A)}=1 zakon vylucenia treticho
2.{AA(TA)}=0 zéakon sporu
3. (T (A)=A zakon dvojitej negacie
4. (AN A) <A (AVA)<A idempotentnost’
5. (AAB)< (BA A), (AvB)< (BVA) komutativne zakony
6. AABAC)) < (AAB)AC),

(Av(BvC) < ((AvB)v(C) asociativne zakony

7.(AANBvC) < (AAB)V (AAQ)),



(Av BAC) <= ((AvB)A(AVC) distributivne zakony
8.(7(AAB)) = ((mA)Vv(7B))

(7 (AVvB)) < ((—A)A(7B)) de Morganove pravidla
9.(A=>B) < (("B)=>(—A)) transpozicia implikacie

10. (A=>B) < ((—A) v B)
11. (AoB) & ((A=>B) A (B> A))

12. {B}=0= {AAB}=0 agresivnost’ nepravdivého vyroku
13.{B}=0=> {Av B}={A} neutralnost’ nepravdivého vyroku
14.{B}=1=> {AvB}=1 agresivnost’ pravdivého vyroku
15.{B}=1=> {AAB}={A} neutralnost’ pravdivého vyroku.

Pri formulaciach matematickych tvrdeni sa pouzivaju kvantifikatory:
V vSeobecny (velky) kvantifikator - Citame: ,,pre kazdy prvok plati..., alebo pre vSetky....
3 existenény (maly) kvantifikator - &itame: ,existuje taky prvok,... .

A gitame: “existuje prave jeden prvok...« .

Ak kvantifikovany vyrok obsahuje viac kvantifikovanych premennych, aplikuju sa v poradi
od posledného kvantifikatora. Kvantifikatory rovnakého druhu su zamenné, poradie
kvantifikatorov rézneho druhu nie je mozné menit’.

Nech vyraz V(Xi, Xa,...X) premennych Xi, Xy, ... , Xk, je definovany na nejakej mnozine M. Ak
po dosadeni 'ubovolného prvku z mnoziny M do vyrazu V(Xi, X2, ... Xk) dostaneme vyrok,
potom vyraz nazyvame vyrokova forma. Mnozinu D(V) vSetkych prvkov (X1, Xz, ... , Xk), pre
ktoré je vyraz V(Xi, X2, ... Xk) vyrokom, nazyvame definiénym oborom D(V) vyrokovej
formy V. Mnozinu vsetkych prvkov (Cy, Cy, ..., c) € D(V), pre ktoré je vyrok V(cy, Co, ...,
Ck) pravdivy, nazyvame oborom pravdivosti vyrokovej formy V. Oznacujeme: P(V).
Urc€enim poctu prvkov z defini¢ného oboru vyrokovej formy, dostdvame tzv. kvantifikované
vyroky.

SV

Q Priklad. Nech je dand vyrokova forma V(x): x> +1>0,x € R.

PouZitim vSeobecného kvantifikatora z nej dostavame kvantifikovany pravdivy vyrok:

Pre kazdé x€ R plati x*+ 1> 0.

Kvantifikovany nepravdivy vyrok dostavame z vyrokovej formy U(X): x> < -1, xeR pouzitim
existenéného kvantifikatora: Existuje také xe R, Ze plati x° < —1.

Kvantifikovany pravdivy vyrok dostavame z vyrokovej formy A(X): x> =0, xe R pouzitim
kvantifikatora jednoznacnej existencie: Existuje prave jedno x€ R tak, Ze plati x* = 0.

Vyrokové formy V(X), U(X), A(X) st vyrokovymi formami jednej premenne;j X.
Vyrokova forma B(x,y,z): X + y* + 7 < 10, x,y,z € R je vyrokovou formou troch premennych.
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Negovanie kvantifikovanych vyrokov. Kvantifikované vyroky negujeme tak, ze vSeobecny
kvantifikator nahradime existenénym, resp. existenny kvantifikator nahradime vSeobecnym
kvantifikdtorom a zaver - tvrdenie jeho negaciou. Napr.

(= (VxeU:V()) ©(IxeU: = V(X),

(= (IxeU: V(X)) < (VxeU: = V().
SV
? Priklad. ZapiSeme negéaciu vyroku 3x€ R Yy € R: x+1>y.

VXxeR I yeR: x+1<y.

1.2 Logicka vystavba matematiky

~

-

5 Zakladom logickej vystavby matematiky je slistava axidom. Axiomy st vyroky, ktorych
pravdivost’ predpokladame. Pojmy, ktoré sa v axiomach pouzivaju, a ktoré nie su definované,
nazyvame primitivne (zdkladné) pojmy. Ststava axidom by mala byt’

1. bezo sporna (zo sustavy axiom nemozeme vyvodit’ vyrok a sucasne jeho negaciu),

2. nezavisla (nemoZeme odvodit’ axiomu z ostatnych axiom),

3. uplna (zo sustavy axidom je mozné dokdzat’ pravdivost, alebo nepravdivost kazdého
matematického vyroku prislusnej matematickej tedrie, ktory nie je axidémou).
K zavedeniu d’alSich matematickych pojmov slizi definicia. Definiciu vyslovujeme v tvare
implikacie, ale méa vyznam ekvivalencie (tichd dohoda v odborne;j literattre). Definicia urcuje
nazov nového matematického pojmu a jeho charakteristické vlastnosti pomocou pojmov
zakladnych, alebo uz definovanych.
Matematicka veta je pravdivy vyrok, ktory je mozné pomocou pravidiel matematickej logiky
odvodit — dokazat' z axidém, definicii a uz zndmych dok4zanych viet. Pre pomocné
matematické vety sa pouziva nazov lema.

Vicsina matematickych viet, ktoré dokazujeme ma tvar implikacie A = B. Logicky proces,
ktorym dokazujeme pravdivost’ matematickej vety, sa nazyva dokaz vety.

V matematike sa pouzivaju tri typy dokazov:

1. Dokaz priamy.

2. Dokaz nepriamy.

3. Dékaz sporom.

ad 1) Pri priamom dékaze implikaciu A=B dokaZzeme pomocou retazca pravdivych
implikacii

A=>Bi=> .. ..=>B,=>B.

@ Priklad. Dokdzeme vetu: Stucet dvoch parnych prirodzenych ¢isel je parne prirodzené
Cislo, teda: VX, y e N:akx=2nAy=2k=x+y=2v, (Vn,k,veN).

‘@Rie@nie. Nechx=2n,y=2k=x+y=2n+2k=2(n+Kk) =2v.

v
ad 2) Nepriamy dokaz spociva v dokaze platnosti implikacie (—B) = (—A), ktora je s
implikaciou A = B ekvivalentna.



@ Priklad. Dokazeme vetu: Ak X’ je parne &islo, potom je aj x parne &islo.

Nech je teda x neparne ¢&islo. Cize x = 2k + 1, pre nejaké vhodné k € Z a potom ¢&islo
x> = (2k+1)%= 4k*+ 4k + 1= 2(2k* +2k) + 1 = 2m + 1 je nepérne &islo .

RieSenie. DokaZeme obmenent vetu: Ak X nie je parne &islo, potom x* nie je parne.

v
ad 3) Pridokaze implikacie A = B sporom, dokazeme Ze plati implikacia (A A—B )= C,
kde pravdivostna hodnota {C} = 0, ktora je ekvivalentna s implikaciou A =B.
Predpokladajuc pravdivost’ vyroku A a nepravdivost’ vyroku B, teda prideme k sporu, ¢im je
implikacia A = B dokazana.

@ Priklad. Dokazeme vetu:
Pre kazdé prirodzené &islo n plati: ak 3 deli n, potom 3 deli aj n%.

(@ RieSenie. ZapiSeme negaciu vety: Existuje aspon jedno prirodzené Cislo n, pre ktoré
plati: 3 deli n a zaroveii 3 nedeli n.
Ak 3 deli n, potom existuje také kK € N: n=3k = n’ =9k’ = n?=3.3k%
Oznatme 3k? =m. Zrovnosti n? = 3m je zrejmé, Ze &islo n? je delitelné troma, Co je viak
spor s tvrdenim, e 3 nedeli n?. Ukazali sme pravdivost implikécie (AA—B) = C,
kde {C} =0, ktora je ekvivalentna s implikaciou A=B ¢im je veta dokazana.

v
Pri dokaze vyrokovej formy, ktorej oborom pravdivosti st vSetky prirodzené €isla od isté¢ho
prirodzeného cisla ng po¢ntc, teda pri dokaze vety typu
,Pre Vn € N, n > ng: V(n)*“ pouzivame metodu matematickej indukcie. Dokaz metdédou
matematickej indukcie spociva v dvoch krokoch.
I. krok. Dokazeme, ze plati vyrok V(no).
Il. krok. Predpokladame, ze V n € N, n > ng plati vyrok V(n), tzv. indukcny predpoklad, a
dokazeme, ze Vn € N, n > ng je implikacia V(n) =V(n + 1) pravdiva.
Ak teda dokazeme, ze {V(ng)} = 1 a za indukéného predpokladu dokazeme platnost
implikacie
vneN, n>ng:{V(n) =V(n +1)} =1, potom vyrok V(n) plati pre kazdé prirodzené Cislo n > ny.

@

Priklad. Dokazeme, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati
n(n+1)(2n+1)
5 .

1°+2°+...+n° =

C@ RieSenie.
I. krok. Pre n =1 dostaneme V(1)
2 1(1+1)2.1+1)
6
1=1
apreto {V(1)} = 1.
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Il. krok. Predpokladame, ze V(n) plati pre nejaké n=k e N
k(k +1)(2k +1)
6

a dokazeme, ze V(n) plati aj pren =k + 1, t.j.
(kK +2)(k +2) +1)(k(k +1)+1)
5 ,

12 +2° +...+k? = indukény predpoklad (1P)

12 +2% +..+k? +(k +1)

teda ma platit’ rovnost’
124224 +K2 +(k+1)2 _ (k +l)(k+2)(2k +3).
6

Upravou I'avej strany poslednej rovnosti s vyuzitim indukéného predpokladu postupne
dostaneme

IP
P22+ k2 +(k+1f = (P+22+ . +K) + (k+1)? =
_ kk+1)2k+1) | (k+ 1)2 = k(k +1)(2k +1)+6(k +1)* _
6 6
_ (k+1)k(k+1)+6(k +1)) _ _ (k+1)2k2 + 7k +6) _ (k+1fk+2)2k +3)

, o je

6 6 6
prava strana uvedenej rovnosti.

Podra principu matematickej indukcie to znamena, Ze pre kazdé n € N plati

Paty 4nz D (n+1)(2n+1)
s

v

1.3 Zakladné mnoZinové vzt’ahy a operdcie

~

-

@ Mnozinou rozumieme suhrn objektov zakladného priestoru, ktory je chapany ako
samostatny celok.

Mnozina je urcend, ak o kazdom objekte zdkladného priestoru je mozné jednoznacne
rozhodnut,, ¢i patri, alebo nepatri do mnoZiny.

Objekt, ktory patri mnozine, sa nazyva prvkom mnoZiny.

Oznacenie mnozin: A, B, ..., M, ...

Prvky mnozZiny oznacujeme: a, b, ..., m, ...

Ak prvok a patri mnoZine A, piSeme a € A, ak prvok b nepatri mnozZine A piseme b ¢ A.
Mnozina, ktord obsahuje aspon jeden prvok, sa nazyva neprazdna mnoZina.

Mnozina, ktora neobsahuje ziadny prvok, sa nazyva prazdna mnoZina. Oznacujeme & .
Mnozina, ktord ma kone¢ny pocet prvkov, sa nazyva kone¢na mnoZina.

Mnozina, ktora nie je koneéna, sa nazyva nekoneéna mnoZina.

MnoZinu méZeme urcit’
1. Vymenovanim prvkov mnoziny (v pripade konecnych mnoZin).
Napriklad: A = {1, 3, 5,7, 11}.
2. Definovanim spolo¢nej vlastnosti, ktori maji prave prvky danej mnoziny.
Napriklad: D = { x = 3k; k € N} je mnozina vsetkych nasobkov ¢isla 3.

Nech U je zdkladna (univerzalna) mnozina a A, B su jej l'ubovol'né mnoziny.



MnoZina A sa rovna mnoZine B, ak kazdy prvok mnoziny A je st¢asne prvkom mnoziny B
a kazdy prvok mnoziny B je sucasne prvkom mnoziny A. Oznacujeme A = B.

MnozZina A je podmnoZinou mnoZiny B, ak kazdy prvok mnoziny A je sucasne prvkom
mnoziny B. AK A je podmnozinou B a existuje prvok mnoziny B, ktory nepatri A, hovorime,
ze A je vlastna podmnoZina mnoZiny B.

Oznacujeme A c B. Vztah A < B nazyvame mnozZinova inkluzia.

Zjednotenie mnozZin A, B je mnozina vsetkych prvkov, ktoré patria mnozine A alebo
mnozine B. Oznacujeme AU B.

Prienik mnoZin A, B je mnozina vSetkych prvkov, ktoré patria mnozine A a sucasne patria do
mnoziny B. Oznacujeme ANB. Ak ANB =, hovorime, ze mnoziny A, B su disjunktné.
Rozdielom mnoZin A, B je mnoZina vSetkych prvkov, ktoré patria mnozine A a sucasne
nepatria mnozine B. Oznacujeme A — B.

Doplnok (komplement) mnoZiny A vzhl'adom na mnoZzinu U, A c U, je mnozina vSetkych
prvkov mnoziny U, ktoré nepatria mnozine A. Oznaujeme AC.

Pre nazornu predstavu pri operacidch s mnozinami pouzivame grafické znazornenie mnozin v
rovine, tzv. Vennove diagramy.

B~ T T T e e
5 f'-_-\_\--\'_ \"-I £ - \ \'H. ."A F W H'\ F (___-.q\— Ty
LA D) AL 8] ) B [l ) B A
" o S o e -
—— — ——— —
AcC B AUB ANB A-B A°
Obr. 1.3.1

@ Priklad. Ur¢me vSetky prvky mnoZiny M, ak plati:
M ={x eN:x<100 A Xjeprvocislo A 9deli (x +1)}.

o RieSenie. Pretoze ¢islo 9deli (x + 1), je (x+1)=9k pre nejakék € N, ¢o znamena,
ze X = 9k — 1 pre nejaké k € N. Vypiseme vsetky prirodzené <¢isla x < 100 s touto
vlastnost'ou: 8, 17, 26, 35, 44, 53, 62, 71, 80, 89, 98. Z nich su prvocislami prave tieto ¢isla:
17,53, 71, 89.
Potom M = {17, 53, 71, 89}.

v

@Priklad. Dané st mnoziny A = {1, 3,5, 7}, B ={4, 5, 6, 7, 8}, C ={2, 5, 6, 7, 8, 9}.
Najdime mnoziny: a)AnB,B-C, b)AnBnC, c)AuB,d)AuBuUC.

o RieSenie. Hl'adané mnoziny st

b) AnBNC={57}
c)AuB={1345,6,7,8}
dAuBuUC={1,23,4,5,6,7,8,9}

v
Nech A, B su dve neprazdne mnoziny. Mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic (a, b), pre
ktoré plati: a € A, be B nazyvame karteziansky su¢in mnoZin A, B.
Oznacujeme AXB.

@ Priklad. Nech A ={1, 2, 3}, B = {a, b}. Ur¢me kartezianske su¢iny AX B a BxA.

o Riesenie. A X B ={(1, a), (L, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}
Bx A={(a 1), (a 2), (a 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}.
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2 Teoria Cisel

2.1 Ciselné mno%iny

~

5 Jednym z najdolezitejSich pojmov matematiky je pojem Cisla. Pojem Cisla sa postupne
roz§iroval a prehlboval v stlade s potrebami vyvijajucej sa l'udskej spolo¢nosti.

Mnozina vSetkych ¢isel ur€itého druhu, na ktorej si definované bez obmedzenia operacie
s¢itovania a ndsobenia, sa nazyva €iselny obor (¢iselnd mnozina).

Oznacenia najdolezitejSich Ciselnych oborov (mnozin):

N mnozina prirodzenych ¢isel {1, 2, 3,...}

No mnozina nezapornych celych &isel {0, 1, 2, 3,...}

Z mnozina celych ¢isel {....—3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
.. - e 1 2 13
Q mnozina racionalnych ¢isel < . 0, —, —, 3...
3 U511
.. . < 3 1 2 13
R mnozina realnych ¢isel ...,3/—24, —8, -1, —3 0, — TR , 5, 3, 7.

C mnozina komplexnych ¢isel {1+ 3i,—4i, 8,...}
Plati mnozinova inkluzia Nc Noc Z cQc RcC.

Rozdelenie Cisel — zakladna schéma

Readlne disla

{-10;-2,3; log7; =; \/ﬁ; .}

/\

Racionélne Cisla Iracionalne cisla
-52, 7 -3 2,136; E 3 7, 4,567; log(11); .. }
Celé cisla Necelé Cisla
{-10;-2; 0; 7; 107; ..} {_§ ~1234; 1,3, 521 2%1 }
Zaporné Cisla Nula Prirodzené cisla

{..-3;, -2;,-1} {0} {1;2;3; ...}



Charakteristiky ¢iselnych mnoZin (oborov)

» Mnozina prirodzenych ¢isel je uzavretd vzhl'adom na operacie s¢itania a nasobenia,
tzn. vysledkom tychto operacii je opit’ Cislo prirodzené.

» Rozsirenim mnoziny prirodzenych ¢isel o nulu a zaporné celé ¢isla vytvorime ¢iselnt
mnozinu, ktord je uzavretd aj vzhl'adom na operaciu od¢itania; s¢itanim, od¢itanim a
nasobenim dvoch celych ¢isel dostaneme opit’ celé ¢islo. Dostaneme tak mnoZinu
vSetkych celych ¢isel, oznacujeme ju Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}.

» Podiel dvoch celych ¢isel vsak nie je vzdy celé ¢islo. Pridanim vSetkych zlomkov
roz$irime mnozinu celych cisel tak, aby aj delenie celého Cisla celym ¢islom (r6znym
od nuly) bolo uskuto¢nitelné. Dostaneme mnozinu vsetkych raciondlnych cisel Q.

P

Racionalne ¢islo je kazdé ¢islo, ktoré mozno vyjadrit’ v tvare zlomku —, kde p aqsu
q

nesudelitel'né celé ¢isla a q je prirodzené ¢islo. V mnozine v§etkych racionalnych ¢isel
sa daju vzdy uskutoc¢nit’ vSetky Styri zékladné poctové operacie - sCitanie, od¢itanie,
nasobenie, delenie.

> lracionalne ¢isla su Cisla, ktoré sa nedaju vyjadrit’ v tvare zlomku dvoch celych Eisel.

Takymito cCislami st napriklad Ccisla J2 , J7 ,7T,..., ktoré su charakterizované
nekone¢nym neperiodickym desatinnym rozvojom.
» Zjednotenim racionalnych a iraciondlnych ¢isel vytvorime mnozinu realnych ¢isel R.

2.2 Vlastnosti celych cisel

~

-

Ej Podiel ¢isel a: b,a € Z, b € N mozeme zapisat’ v tvare
a z
—=C+—,
b b

kde c, z su celé Cisla.
Ak je podiel a : b celé ¢islo (z =0 asucasne a = b.c), potom hovorime, ze Cislo a je
delitePné ¢&islom b  bezo zvysku alebo tiez b deli a“ a zapisujeme b | a. Cislo b
nazyvame delitePom cisla a.
Ak podiel a: b nie je celé &islo, potom hovorime, Ze ,,b nedeli a%. Cislo ¢ budeme nazyvat
¢iastoénym podielom a ¢islo z budeme nazyvat' zvySkom.
Nech a, b st l'ubovolné celé Cisla, b > 0. Vzdy mozeme néjst také celé Cisla ¢ a z, ze
plati:

a=hc+z 0<z<bh.

Zakladné vlastnosti relacie ,, a deli b*

Pre ¢islaa, b, ¢, X, y, k € Z plati:

1] a,

ala,

(@alba bja) = a=h,

(@alba ajc) = a|(bxtcy),
alb = ajlkb,

(@a|bA b|c)=a|c (tranzitivnost),
ablc=(ajcvb]c).

Znaky delitel’nosti celych ¢isel
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Cislo a je delitené

2 & ak je parne; t.j. jeho posledna cifra je 0, 2, 4, 6, §;
3 < ak je jeho ciferny sucet delitelny troma;

4 < jeho posledné dvojcislie je deliteI'né Styrmi;

5 < jeho posledna cifra je 0 alebo 5;

6 < Cislo je deliteI'né dvoma a sucasne troma;

8 < jeho posledné trojéislie je deliteI'né ¢islom 8;

9 < jeho ciferny stcet je delitelny 9;

10 < ¢islo kon¢i cifrou O;

25 < ¢islo konéi niektorym z dvojcisel 00, 25, 50, 75;
100 < ¢islo konci dvojcislim 00.

Ak ma prirodzené ¢islo n > 1 aspon jedného delitel’a d, pre ktorého plati 1 <d < n, nazyvame
&islo n zlozenym &islom. V opaénom pripade ho nazyvame prvoéislom. Cislo 1 nezarad'ujeme
do Ziadnej z tychto skupin.

Prvoéislo p ma prave dvoch delitelov 1 a p. ZloZené ¢isla su prirodzené Cisla, ktoré maju
aspon troch ro6znych delitelov.

Prvocisla mensie ako 100 su tieto: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67,71,73,79, 83, 89, 97.

Prvocisla tvoria zdkladné ,stavebné kamene®, zktorych st ostatné prirodzené Ccisla
,»poskladané* pomocou operacie nasobenia. Hovori o tom zakladné veta aritmetiky.

Kazdé prirodzené cislo n > 2 mozno prave jednym spdsobom zapisat v tvare

n=p,“.p,"2...p. "%, kde p1< p2<..< px su navzdjom rdzne prvolisla a e,

o, ..., o su prirodzené ¢isla. Tento rozklad nazyvame rozkladom ¢€isla na prvodinitele.
Napriklad: 60 = 2 3.5.

Pre kazdé zlozené prirodzené Cislo n > 1 plati, ze jeho najmensi delitel’ r6zny od 1 je prvocislo
neprevysujice Jn. Ak je teda ¢islo n zloZzené, musi mat’ prvociselného delitela v intervale
(1, v/n). Stagi preto postupne delit’ &islo n prvoéislami z tohto intervalu.

Sudelitel’'né ¢isla

Akd|a aajd|b, nazyvame ¢islo d spoloénym delitePom cisel a,b.

Kladné celé ¢islo D je najvaésim spoloénym delitel’om Ccisel a, b, ak:

1.D|aaD|b,

2. Ak d je také kladné celé ¢islo, pre ktoré d |aad |b, potomd|D.

Najvicsieho spolocného delitel’a ¢isel a, b oznacujeme D(a,b). Dve cisla a, b nazyvame
sudelitel’né, ak maju okrem ¢isla 1 aspon jedného d’alSieho spolo¢ného delitela.

NV2

Q Priklad. Vezmime ¢isla 36 a 60.

Cislo 36 ma tieto kladné delitele: 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18, 36.

Cislo 60 ma tieto kladné delitele: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

Spolo¢nymi delite'mi Cisel 36 a 60 su: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Vidime, Ze najvacsim spolo¢nym delitelom ¢isel 36 a 60 je ¢islo 12.



Vsimnime si, ze vSetky ostatné spolocné delitele delia ¢islo 12, ktoré je najvacsim spolocnym
delitelom.

Nestdelitel'né ¢isla

Dve ¢isla @, b nazyvame nesudelitel’né, ak D(a,b) = 1 a teda Cisla @, b nemaju okrem ¢isla 1
d’alsieho spolo¢ného delitela.

Nech a|naajb|n, potom n nazyvame spolo¢nym nasobkom cisel a, b. Najmensi spolo¢ny
nasobok ¢isel a, b ozna¢ujeme N(a,b).

Kladné celé ¢islo N je najmensim spoloénym nasobkom ¢isel a, b, ak:

l.a|Nab|N,

\2\./:Ak n je také kladné celé Cislo, pre ktoré a|nab |n, potomN |n.

Q Priklad. Vezmime ¢isla 36 a 60.

Cislo 36 ma tieto kladné nasobky: 36, 72, 108, 144, 180, 216, 252, 288, 324, 360, 396, 432,
468, 504, 540, 576, 612, 648, 684, 720, 756, ...

Cislo 60 mé4 tieto kladné delitele: 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600, 660....
Spolo¢nymi nasobkami cisel 36 a 60 su: 180, 360, 540, 720, ...

Vidime, ze najmensim kladnym spolo¢nym nasobkom ¢isel 36 a 60 je ¢islo 180.

Vsimnime si, ze vSetky ostatné spolocné nasobky su ndsobkom cisla 180, ktoré je najmensim
spolo¢nym nasobkom.

Medzi ¢islami N(a,b), D(a,b) plati vzt'ah

a.b =D(a, b). N(a, b).

2.3 Zikladné zakony aritmetiky

1. Komutativny zakon (zamienanie poradia): a+b=b+a
a.b=>b.a
(@+b)y+c=a+(b+c)
(@.b).c=a.(b.c)
a.(lb+c)=a.b+a.c

2. Asociativny zakon (zdruzovanie do skupin):
3. Distributivny zakon (roznasobenie suctu):

Pravidla o znamienkach

Nasobenie a.b=a.b a.(-b) =—(a.b)
(—~a).(-b)=a.b (—~a).b =-(a.b)
Delenie a:b=a:b a:(-b) =—(a:h)
(~a):(=b)=a:b (~a):b=—-(a:b)

2.4 Komplexné Cisla

~

-

@7 Mnohé matematické ulohy nemaji rieSenie v mnoZine redlnych cisel. Jednoducha

kvadratickd rovnica X*+ 1 = 0 nemd riefenic v mnozine R, jej diskriminant je

zaporné ¢islo D = — 4.
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Mnozinu realnych Cisel rozsirime na takii mnozinu ¢isel, ktord obsahuje vSetky realne ¢isla a
stiCasne v nej ma uvedena rovnica (a tiez vSetky kvadratické rovnice, ktorych diskriminant
D <0) riesSenie.

Komplexnym ¢islom nazyvame c¢islo v tvare usporiadanej dvojice realnych cisel.
Mnozinu R x R = C nazyvame mnozinou vsetkych komplexnych ¢isel.

Nech z = (a, b), kde a, b € R, je komplexné ¢&islo. Cislo a je realna ¢ast’ komplexného
¢isla, oznatujeme a = Re(z), ¢islo b je imaginarna ¢ast® komplexného ¢isla,
oznaujeme b = Im(2).

Komplexné ¢islo i = (0, 1) nazyvame imaginarna jednotka.

2.4.1 Geometricka interpretacia mnoziny komplexnych ¢isel C - Gaussova rovina

Nech je vrovine RxR dana Kkartezianska sustava stradnic, potom mozno  kazdému
komplexnému ¢islu z = (a, b) priradit’ prave jeden bod roviny X=[a, b]. Tento bod je obraz
komplexného ¢isla z. Suradnicova rovina spolu s obrazmi komplexnych cisel sa nazyva
rovina komplexnych ¢isel alebo Gaussova rovina.

Suradnicova os X sa nazyva realna os, suradnicovd os y Sa nazyva imaginarna os.

Im(2)
N z
4
P
a
“ Re(2)
Obr.2.4.1

2.4.2 Algebricky tvar komplexného ¢isla

Kazda usporiadana dvojica (a, b) realnych ¢isel a a b urcuje prave jedno komplexné ¢islo,
ktoré mézeme zapisat’ vtvare z = a + bi. Tomuto zapisu hovorime algebricky tvar
komplexného ¢isla.

Komplexné ¢isla, ktoré maju realnu ¢ast @ = 0 ab # 0 nazyvame aj rydzo imaginarne
komplexné ¢isla. (Napriklad: -2i, 10i,...).

Pre mocniny komplexného ¢isla i plati:

i2=—1,i%=—i,i"=1,i°=i,i°=—1,..

tedai®=1,i"" =i, i*?=-1,i"3=—i kdek € Z.

Kazdé realne ¢islo patri do mnoziny komplexnych disel, plati: R < C, pricom pre
imaginarnu Cast’ realneho ¢isla plati b = 0.

Ku kazdému komplexnému ¢islu z = a + bi mdzeme priradit komplexne zdruZené
(konjugované) ¢&islo z = a - bi.

Operacie s komplexnymi ¢islami v algebrickom tvare



Ak z;=(a+ bi) az, = (c + di) su komplexné ¢isla v algebrickom tvare, tak pre scitanie,
odcitanie, nasobenie a delenie komplexnych ¢isel platia tieto pravidla

1. z7+z=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

2. 1-2=(a+hi) — (c+di)=(a—c)+(b—d)i,

3. 21. 2, =(a+ bi).(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i,
4.ﬂ_a+bi_(a+bi).(c—di)_ac+bd bc—ad . 7, #0.

zp c+di  (c+di)c—di) ¢24¢2 2rdl”

Pre komplexne zdruzené &islaz = a + bi, z=a—bi plati

Z+2=2a

z.7=a’+
()=

1=1<=172<¢R

b2

Z1+22=Z_1+Z

u7,=1.1;.

Im(Z)

;zl—l-z,’2

21+22

Obr.2.4.2

2.4.3 Goniometricky a exponenciilny tvar komplexného ¢isla

Absolitna hodnota komplexného ¢isla z = a + bi je nezaporné realne Cislo 2|, pre ktoré
plati

7| =|a+bi| =va? +b?.
4 =la+bi| =+
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Geometricky vyjadruje absolutna hodnota 2| komplexného ¢isla z = a + bi vzdialenost’
obrazu komplexného ¢isla z od zaciatku stiradnicovej sustavy v Gaussovej rovine.
Redlne Cislo ¢, pre ktoré plati

a ] b
c05¢=m : smqo=ﬂ,

sa nazyva argument (amplitaida) komplexného ¢isla z = a + bi, z# 0, a oznacujeme ho
arg z. Je to velkost’ uhla, ktory zviera sprievodi¢ bodu [a, b] s kladnou realnou poloosou x.
Plati argz= @ +2km, k=0, £1, £2,....

Medzi argumentmi komplexného &isla z # 0 existuje prave jeden, ktory spifia podmienku
0 = ¢ < 2r a tento nazyvame hlavnym argumentom (amplitidou) komplexného ¢isla z a
oznacujeme ho Arg z.

Komplexné ¢islo z = a + bi #0 mdézeme zapisat’ v tvare
zZ = |z| (cose + i sing),
ktory nazyvame goniometricky tvar komplexného ¢isla z.
Kazdé komplexné ¢islo z, pre ktoré plati 1z]= 1, sa nazyva komplexna jednotka. Obrazy
vSetkych komplexnych jednotiek vytvoria v Gaussovej rovine jednotkovi kruznicu (so
stredom v zaciatku stradnicového systému a polomerom r = 1),
Nech z; a z, st komplexné ¢isla v goniometrickom tvare:  z; = |z3/(cosey + i Singy),
Zp = |22|(cos¢, + i sing,). Potom plati

21.72 = [za].|z2|(cos (g1 + ¢2) + isin(gn + ¢2)),

Z Z . .

| 2 et -0.) 2,0

2

Obrazky 2.4.3 — 2.4.6 geometricky interpretuji vzt'ahy, ktoré platia pre sucet, rozdiel, sucin
podiel komplexnych ¢&isel, vlastnosti komplexného ¢&isla a ¢isla k nemu komplexne
zdruzeného.

Im(z) Imi(z)
€1

z
2 z
z+z, |

lz+z.| & Re(2)
1723 z
5] 1793

=z

1Z1]

a Re(z) :

Obr. 2.4.3 Obr.2.4.4



Ini(z) 2123
b
oL 22
) z
1 1
¥
1 o
o 1 Reiz)
Obr. 2.4.5
Im{ =)

Re(z)

Obr. 2.4.6

@ Priklad. Zapiseme dané komplexné ¢isla v goniometrickom tvare: a) 3i, b) —1—1.

o RieSenie. a) Zrejme |3i|= V0% +3% =3 apreargument ¢ komplexného &isla 3i plati

0 . 3
cosp=—=0, Sihp=-—=1.
=3 =3

RieSenim je ¢ :%+2k7r, keZ.

K]

Za argument Cisla 3i zvolime hodnotu ¢ =—.

)

NN o

, . T . .
Dostavame 3i= 3(cos§ +1sIn
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b) Absolitna hodnota komplexného ¢isla —1—i je |-1-i[=+ (D% + (D% =2 apre
-1 2 -1_ 2

argument ¢ plati cosp=—=——, SiNgp= e

J2 2 J2 2

RieSenimje ¢ = 57”+2k7z, keZ

Dostavame -1-i= \/E(COSSTﬂJriSin ST”J

v

Exponencidlny tvar komplexného c¢isla. Kazdé komplexné cCislo z je mozné zapisat
V exponencidlnom tvare nasledovnym spdsobom
Z =|z|(cose + i sing) = |z|e 7.

Iny( =)

|z|sin |z| et

gl

cosp (1 |zlcosp  Re(z)

Obr. 2.4.7

2.4.4 Umociiovanie a odmociovanie komplexnych ¢isel

Moivreova veta
Ak z = |z|[(cose + i sin @) je nenulové komplexné ¢islo, tak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

2" = |z|" (cos(ng) + isin (ng)).

Odmocnina z komplexného ¢isla
Q/E je na mnozine komplexnych ¢isel definované n — znacne na rozdiel od mnoziny realnych
¢isel, v ktorej je %/ definovana jednoznacne. Nech z = |z|(cose + ising) je T'ubovolné

nenulové komplexné ¢islo, ktorého hlavnym argumentom je ¢ , potom je oz kazdy zn

korefiov binomickej rovnice X"=z (ze C,n e N).



Korene tejto rovnice mézeme vyjadrit’ v tvare

X, :Q/E:n\/ﬂ(cosgwrnzmﬂsinwrnzmj *)

kde za k dosadzujeme postupne ¢isla 0, 1, 2,..., n — 1.
N — t4 odmocnina ¢isla z uréuje N navzajom réznych komplexnych ¢isel, ktoré dostaneme

zo vztahu (*).

@ Priklad. Vypocitajme Y-16.
o RieSenie. Pre komplexné ¢islo z = —16 plati a = Re(z) = 16, b = Im(z) = 0.

Potom |z| = 16, 005¢=F=—1, sin(p=%=0 a teda argument ¢ = z Potom

podla vyssie uvedeného vztahu (*) si /=16 tie komplexné &isla Xy , pre ktoré plati
x, =4/—16 = 4\/E(cos z +42k” +isin LZK”) kde ke{0,1,2,3}.

Plati 416 =2

apre jednotlivé hodnoty k dostavame

xozz(cos%+isin%j:\/§+i\/§ pre k=0
x1:2(c0537ﬁ+isin37”j:—\/§+i\/§ pre k=1
x2:2(cos%+isin57”j:—\/§—i\/§ pre k=2

Xq =2 cos7—”+isin7—ﬂ =2-i2 pre k=3
3 4 4

4-16 =

Im(2)
X1 Xo
*, ra
™ a¥
I . i —’ '-II ||
)
Al ™ -
- N Re(z)
r ™,
X2 X3

Obr. 2.4.8
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g Poznamka. Vzorec (*) urCuje n r6znych komplexnych ¢isel X, X1, X2,...,Xp-1. VSetky maju
rovnaku absolatnu hodnotu a ich argumenty sa menia postupne o rovnaka velkost. Obrazy
korefiov binomickej rovnice X" = z, tvoria vrcholy pravidelného n — uholnika, n > 3,

vpisan¢ho do kruznice s polomerom §/| Z | . Tato skutocnost’ je mozné vyuzit pri rieSeni

binomickej rovnice, ak vieme odhadnut’ jeden jej koren. Ostatné korene maji obrazy vo
zvy$nych vrcholoch pravidelného n — uholnika.

2.5 Intervaly

~

-

5 Interval je kazdda mnozina redlnych cisel, ktorych obrazy na Ciselnej osi vyplnia jej
suvislu podmnozinu.

Cisla a, b nazyvame krajné body intervalu alebo tiez hranice intervalu (dolna a horna
hranica intervalu). Cubovol'ny bod intervalu, ktory nie je jeho krajnym bodom, sa nazyva
vnitornym bodom intervalu.

Ak do intervalu patria obe jeho hranice, potom sa nazyva uzavrety interval.

Ak do intervalu patri iba jedna z jeho hranic, nazyva sa polouzatvoreny interval.

Ak nepatri do intervalu ziadna z jeho hranic, potom sa nazyva otvoreny interval.

Ro6zne druhy intervalov su popisané v Tab. 2.5.1.

Mnozina vSetkych realnych Oznacenie Grafické znazornenie n
Cisel, pre ktoré plati Ciselnej osi
as<x<b (a, b) . =
a b
a<x<b (a, b) e C—
a b
as<x<b (a, b) — Se—)
a b
a<xsghb (a, b e O—
a b
X>a (a, ) .
a
X>a (a, oo) _— -
i
x<a (_ 0, a> -
a
X<a (— o, a) —)
a
XeR (= o0, )
R

Tab. 25.1



3 Algebrické vyrazy

3.1 Algebricky vyraz — zdkladny pojem

~

-

5 Algebrickym vyrazom nazyvame vyraz, ktory sa skladd zc¢isel az pismen
oznacujucich premenné, ktoré s spojené znakmi pre operacie s€itania, od¢itania, nasobenia,
delenia, umociiovania a odmocinovania. Ak je to potrebné, obsahuju tiez zatvorky, ktoré
urcuju poradie vykonavanych operacii.

K vyrazom obsahujucim premenné pripojujeme obor premennych. Ak nie je Specifikovany,
potom sa nim rozumie cela mnozina R.

Defini¢nym oborom D algebrického vyrazu st podmnoziny oborov premennych, pre ktoré
ma dany vyraz zmysel.

K zékladnym pravidldm pri urovani defini¢ného oboru algebrického vyrazu patri

e menovatel’ zlomku musi byt r6zny od nuly,

e pod parnou odmocninou nesmie byt zaporné Cislo.

3.2 Mnohocleny (polynomy)

~

-

ET Jednodlen je vyraz, ktory vznikne sti¢inom konsStanty a mocniny premennej.
Polyném je suctom niekol’kych jednoclenov. Nenulovy ¢len s najvy$Sou mocninou udava
stupen polynému. Nechn je prirodzené c¢islo a

P(X)=aX"+ax" " +..+a, X +a X+a,
polyném stupiia n s realnymi koeficientmi ap, ay, ..., @n, kde ap# 0. Koeficient ay sa nazyva
veduci koeficient polynomu Pn(x) akoeficient a, absolitny ¢len polynomu Pp(X).
Algebrickou rovnicou stupnia n rozumieme rovnicu tvaru P, (x) = 0, t.].
ax"+ax"+..+a ,x*+a_,x+a =0

Riesenim (korefiom) algebrickej rovnice (koreiom polynomu) nazyvame ¢islo ¢, pre ktoré
plati Pp(c) = 0, t.j. ¢islo vyhovujice po dosadeni za x algebrickej rovnici.

(Zdkladna veta algebry). V obore komplexnych ¢isel ma kazdy nekonstantny polyném koren.
Cislo ¢ nazyvame korefiom polynému P, (X) prave vtedy, ak existuje polynom Qp.1(X)
stupna (n — 1) s vlastnostou

Pn () = (X =€) Qn-1(x).

Ak je ¢ korenom polynému Py, (x), potom linearny polyndém (X — C) S premennou X nazyvame
korenovym cinitel’om prislichajicim ku koreru C.

Dany je kvadraticky trojélen ax’+ bx +c, pricom pre jeho koeficienty a, b, ¢ plati
b” — 4ac > 0. Oznaéme jeho korene X; a Xp. Potom pre jeho rozklad na stéin korefiovych
Cinitel'ov v obore R plati

ax® +bx+c = a(x — X)X — Xo).

Ak absolutny ¢len ¢ = 0, potom pre rozklad kvadratického dvojélena ax’ + bx na sagin
koreniovych ¢initel'ov plati
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ax’ +bx = x(ax +b).

Ak b=0, a >0,c>0, potom mdzeme kvadraticky dvojélen ax’—c, rozloZit takto

5 c c
ax’ —c=al X—.|— | x+./= |
a a
Pri upravach algebrickych vyrazov a rieseni algebrickych rovnic pouzivame aj tieto vzorce

(a+b) =a® +2ab +b?

(a—b) =a®-2ab+b?

(
(

a
ad

a+b)’ =a®+3a’b+3ab? + b’
a-b)’ =a®—3a’b+3ab? - b°
?_b*>=(a+b)a-b)

~b® =(a—b)a’ +ab+b?)

a®+b®=(a+b)a’ —ab+b?)

V obore realnych &isel R st kvadraticky dvojélen a? + b? a kvadraticky trojélen a®+ ab + b?

nerozlozite'né na sicin linedrnych dvojclenov.

3.3 Uprava raciondlnych lomenych vyrazov

~

-

rozklad mnoho€lenov a tiez vzorce pre pocitanie so zlomkami. V tlohach

E'ET Pri upravach racionalnych lomenych vyrazov sa pouZivaji vysSie uvedené vzorce pre

o upravach

lomenych vyrazov je nutné ur€it podmienky pre vyraz v menovateli tak, aby menovatel

kazdého zlomku v povodnych vyrazoch i v upravovanych tvaroch bol ré6zny od nuly.
Pri upravach vyrazov budeme pouzivat’ tieto pravidla pre operacie so zlomkami:

Rozsirovanie zlomkov ¢&islom k = 0: %zz—t, b=-0,k=0.
. o ) ak a
Kratenie zlomkov ¢islom k # 0: K:B’ b-x0,k=#0.
Sc¢itovanie zlomkov: a £=ad+cb; E+E=ﬂ, b=0,d=0.
bd b b b
Odg¢itanie zlomkov: a_c._ ad —cb. a_c_a-c b#0,d=#0
’ b d bd b b b ' ’ '
a C ac
Nasobenie zlomkov: —.—=—1: b=20,d=#0
asobenie zlomkov 54 b
ac ad a
Delenie zlomkov: —l—=——=—; b=0,d#0,c#0.
b d bc bc



E:Ezﬂ :b=#0,d=0,c-0.
b d bc

Uprava zlozeného zlomku:

Qoo

Pravidla pre pocitanie s mocninami
Pre prirodzené Cisla r, s a pre realne Cisla a, b plati:

ar. a.S — a.I"+S

a":as=a""s% a=0

(ar)s= ars

(a.b)'=a".b"

ﬂPoznémka. Uvedenych Sest’ vzorcov plati pre kazdé realne Cislor, s, ak je sucasne
a>0,b>0.
Ak st r, s celé ¢isla, uvedenych Sest’ vzorcov plati pre kazdé a =0, b =0.

1

Pre kazdé realne &islo a je (a’-)E ~Ja? =la].
1
Pre a > 0 mdzeme pocitat’ takto: (a2)5 =a'=a.
@ 1 -2 1 -3 1 2
Priklad. Upravme algebricky vyraz (a + Bj (b — —J (ab — —] .
-2 -3 2
[25) 2] (=) -

a ab

( b+1] (ab—l}g a?? -1\
a ab
( j ( a jg((ab—l).(ab+1))2 B
ab+1) \ab-1 ab

a® (ab-1f.(ab+1 a
(ab+1) (ab-1)* a’b? ~(ab-1)

RieSenie.

Podmienky rieSitelnosti vychadzaji z toho, Ze vSetky vyrazy v menovateli musia byt

nenulové, takZe postupne dostavame: b#0, a=0, ab=1,ab=- 1.
v
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3.4 Uprava iraciondlnych algebrickych vyrazov

~
ey
-
=

Pri upravéch iracionalnych algebrickych vyrazov vyuzivame poznatky o odmocninach
a mocninach s racionalnymi mocnitel'mi a pravidla pre poctové operacie so zlomkami.
Podmienky, pre ktoré ma zmysel dané pravy vyrazov robit, predovSetkym vyjadruju, ze
zaklady vsetkych parnych odmocnin musia byt nezaporné ¢isla a menovatele zlomkov sa
nesmu rovnat’ nule.
Pravidla pre pocitanie s odmocninami
a>0,b>0,neN

1
a =an
a.vVb =Vab

=nl—, b=0
b b

vnfa ="/a, me N

(%)FHZWZEI%, meZ
Q/_Zn\p/g, peN

Poznamka. Odmocnina zo su¢tu sa nerovna siuc¢tu odmocnin: va+b # \/5 + \/B )

£ Priklad. Upravme algebricky vyraz ~ V(x)=

&

RieSenie.
1 2 3 123
123 1,23
I3 xT x2x3x4  x23 ¢4
V(X): = I 1
1 11 == ==
X x12 x12

23 11 12

= x12 12 — 12 — y_

Za predpokladu, ze x > 0.

3.5 Absolutna hodnota redlneho Cisla

Kazdému redlnemu c¢islu a je priradené prave jedno redlne Cislo | a| takto:
lal =a pre a>0, \a\:—aprea<0.

Toto &islo |al sa nazyva absolitna hodnota realneho Cisla a.

Niektoré vlastnosti absoltitnej hodnoty redlneho cisla



1) Pre vaeR:[a|>0, |-a=la, |a|>a [a|>-a

2) Pre Va,beR:[a.b|=al/b], ‘%‘z% pre b=0.

3) Pre Va,beR:[a+b|<[a]+]b]

4) Pre Va,keR, k>0:lal<k < -k<a<k, alebo ae(-k,k).

5) Pre VaeR:\/?:|a|.
Geometricky vyznam absolutnej hodnoty realneho Cisla a je vzdialenost’ obrazu ¢isla a na
Ciselnej osi od zaciatku, |a—b ‘ vzdialenost’ obrazov ¢isel a, b.

@ Priklad. Zjednodusme vyraz |X| +|X + 2| +|X—]4 , prex € (—w; -2).

& RieSenie. Z definicie absolutnej hodnoty realneho ¢isla dostavame:

pre vietky X € (—o0;-2) je x<Oateda | =-x; x+2<0ateda Ix+2| =—(x+2)
ax—1l<Oateda |x—1] =—(x-1).

Preto pre x € (—o0;-2) plati | x|+ x+2|+|x—1]|=-x—(x+2)—(x-1)=-3x-1.
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4 Rovnice a nerovnice

4.1 Rovnice

~

-

E‘T Nech f, g st funkcie premennej X definované na mnozine A — R.
Ulohu najst’ vietky x € A, pre ktoré funkcie f(x) a g(x) nadobudaju rovnaké funkéné hodnoty
zapiSeme v tvare f(x) = g(x), kde x € A a nazveme ju rovnicou s neznamou X.
f(X) je l'ava strana rovnice, g(X) prava strana rovnice.
MnozZina A sa nazyva definiény obor rovnice, oznacujeme D. Cislo X, ktoré vyhovuje danej
rovnici, sa nazyva koreii alebo rieSenie rovnice.
Pod rieSenim rovnice rozumieme

a) Tubovolné x € R, ktoré vyhovuje danej rovnici,

b) mnozina vSetkych x € R, ktoré vyhovuju danej rovnici,

C) postup, algoritmus, pomocou ktorého uréime vsetky korene rovnice.
Kazdy prechod rovnice fi(X) = gi(X) S mnozinou rieSeni A; na rovnicu tvaru fa(x) = g2(X)
s mnozinou rieSeni Ay, kde A; — A, sa nazyva dosledkova tiprava rovnice f;(x) = g1(x).
Désledkové upravy, pri ktorych ziskame ekvivalentnu rovnicu s danou rovnicou, t.j. rovnicu
S tou istou mnozinou rieSeni, sa nazyvaju ekvivalentné dpravy rovnice.

Ekvivalentné tipravy rovnic su:

EU 1 - rieSenie rovnice sa nezmeni, ak k obidvom stranam rovnice pripoc¢itame rovnaké ¢islo.
EU 2 - rieSenie rovnice sa nezmeni, ak od obidvoch stran rovnice odpocitame rovnaké ¢islo.
EU 3 - rieSenie rovnice sa nezmeni, ak obidve strany rovnice vynasobime rovnakym ¢islom,
r6znym od nuly.

EU 4 - rieSenie rovnice sa nezmeni, ak obidve strany rovnice vydelime rovnakym ¢islom
r6znym od nuly.

Ak pri rieSeni rovnice pouzivame len ekvivalentné Uipravy, nemusime robit’ skusku spravnosti.
Pretoze dosledkové tpravy moézu viest' k rovniciam so ,8irSim* defini¢cnym oborom, je
potrebné vykonat’ skasku spravnosti dosadenim vypocitanych korenov do pdvodnej rovnice.

4.1.1 Linearne rovnice

~

-

g Rovnica f(x) = g(x) sjednou neznamou X € R sa nazyva linearna rovnica, alebo aj
algebricka rovnica 1. stupia, ak je mozné ju ekvivalentnymi upravami vyjadrit’ v tvare

ax+b=0,kdeaeR,beR,ax0.

Linearna rovnica ma prave jeden koreft X = ——.
a

ﬂPoznémka. Graficky koreni rovnice ax + b =0 ur¢ime ako priese¢nik priamky y = ax +
b s osou x.

4.1.2 Kvadratické rovnice

~

—

~ Rovnica f(x) = g(x) s jednou neznamou x € C, sa nazyva kvadraticka rovnica, alebo
aj algebricka rovnica 2. stupna, ak je mozné ju ekvivalentnymi Gpravami vyjadrit’ v tvare

ax’+bx+c=0kdeaecR,beR,ceR, az0.



Vyrazy ax?, bx, ¢ sa nazyvaju kvadraticky ¢len, linearny &len a absolitny &len rovnice.

O podte korefiov rovnice ax® + bx + ¢ = 0, kde a = 0, v obore realnych, resp. komplexnych
&isel rozhoduje &islo D = b? — 4ac , ktoré sa nazyva diskriminant kvadratickej rovnice.

—b++/D

a) Pre D >0 existuji dvarozne realne korene kvadratickej rovnice X, =

2a
b) Pre D =0 existuje jeden realny dvojnasobny koren kvadratickej rovnice
b
X, =——,
Y2 2a

c) Pre D <0 kvadraticka rovnica nema realne korene, ma dva komplexne zdruZené
korene

~b+i/|D|
2a

Ak b =0aleboc =0, hovorime 0 netuplnej kvadratickej rovnici, ktora rieSime
nasledovnym spdsobom:
a) ax?*+c=0, c#0

X2 =

—-C -C
ak —>0; X,=%]—
a ’ a
—-C . [-c¢
ak —<0; Xx,=%1 [—
a ' a

b) ax’?+bx=0,b=0

X(ax+b)=0<=x, =0v X, =—

gPoznémka. Graficka interpreticia: Poget realnych korefiov rovnice ax? + bx + ¢ = 0, sa
rovna poctu prieseCnikov paraboly y = a? + bx + ¢ sosou x. Uvadzana graficka
interpretacia je tiez vybornou pomdckou pri rieSeni kvadratickych nerovnic.

a) Pre D >0 ma kvadraticka rovnica dva rozne realne korene.

D>0 i
250 =-(x-2)(x-4)
- D>0
y=(XX+1)(x+3) a<0

Obr. 4.1.1
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b) Pre D =0 ma kvadraticka rovnica jeden realny dvojnasobny korein

Obr. 4.1.2
c) Pre D <0 kvadraticka rovnica nema realne korene.

Obr. 4.1.3

Nech st Xy, X, korene kvadratickej rovnice ax® + bx + ¢ =0, resp. x* + px + g = 0 (rovnica
V normovanom tvare), potom plati (Viéteho vzorce)

X1+ X, = b a X1.X —C
1 2 a 1-72 a3’
resp.

X +X,=—p & X.Xp =0
Ak je x; korennom kvadratickej rovnice, potom vyraz (X— X;) sa nazyva korefiovym ¢initel’om.
Zapis
ax? +bx+c=a(x—x Yx—Xy),
resp. X2 + px+q = (x—x; X=X, )
sa nazyva rozklad kvadratického troj¢lena na stucin korenovych ¢initel’ov.



S Priklad. Zistite, kedy rovnice x> + px+q=0 a xX*+qgx+p =0, p#(, maju prave
jeden rovnaky (spolo¢ny) koren.

C@ RieSenie. Nech x; je spolo¢ny koreni oboch rovnic, X, je druhy korent rovnice
x> +px+q=0 a Xz jedruhy koret rovnice x*+ gx +p =0, X, # Xs. Potom pre
koeficienty a korene kvadratickych rovnic tvaru x> +px+q=0 a xX*+qgx+p=0

plati

X1 +X2 =—p,
X1. X2 =4q,

X1 +X3 =—0Q,
X1. X3 = p.

Odtial’ dostavame X;+ X = —X1. X3 atiez X; + X3 = — Xz. Xo.

Po tprave (rovnice od¢itame) dostdvame X; = 1. Spoloénym korefiom oboch kvadratickych
rovnic je X;=1. Po dosadeni do

X1+ Xo=-0,

X1. X2 = Q.

dostivame 1 +X,=—p, 1l.xo=q, a tedap+q =-1.

Zaver. Ak pre koeficienty kvadratickych rovnic X* + px +q=0 a xX*+qgx+p =0 je
splneny predpoklad p + g =— 1, potom maju tieto rovnice spolo¢ny koreit X = 1.

v

4.1.3 Iracionalne rovnice

~

-

5 Iracionalnou rovmicou nazyvame  rovnicu obsahujicu odmocniny z vyrazov S
neznamou X. RieSime ich v obore redlnych ¢isel.

Pri kaZzdom rieSeni iraciondlnej rovnice najskor uréujeme podmienky rieSitel'nosti — definicny
obor rovnice.

Iracionalne rovnice rieSime najcastejsie dosledkovymi tipravami a to tak, ze umocnujeme obe
strany rovnice, preto je nutnou stucast'ou rieSenia sktiska spravnosti.

ZloZitejSie iracionalne rovnice rieSime tieZ substitu¢nou metodou.

V obore realnych ¢isel plati

a=b=a’=b’

a®=b’=a=baleboa=-b.

@ Priklad. RieSme rovnicu +X+5++X—2 =7 v mnozine R.
C@ RieSenie.

Pre defini¢ny obor rovnice plati: X +5>0AX-2>0< X € (2,0) = D =(2, «).

IX+5+/x-2=7
Jx+5=7-x-2

Po umocneni rovnice dostavame
X+5=49-14/x—2 + x—2
14Jx -2 =42 |:14
Jx-2=3

X—2=9=x=11
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Nakoniec urobime skusku spravnosti
LAD) =114+5+/11-2 =16 +/9 =7 =P.

L=P.
Zaver. RieSenim rovnice je X = 11.

@ Priklad. V mnoZine R riesme rovnicu 3/24+x ++/12—x =6.
& RieSenie. Pre defini¢ny obor rovnice plati 12— x>0 x<12=D =(—x, 12).

Oznaéme 3/24+ X =a A+/12—x =b. Dostaneme sustavu troch rovnic s troma neznamymi

a+b=6A%24+x=an12-x=bh.

Umocnenim druhej a tretej rovnice dostaneme

a+b=6 A 24+x=a’n12-x=b"

S¢itame druhu a tretiu rovnicu pri¢om ziskame dve rovnice s dvoma neznamymi.
a+b=6 A 36=2a+b’

Po vyjadreni neznamej b z prvej rovnice a dosadeni do druhej rovnice dostaneme
b=6-aAr36=a’+b’

36=a’+(6-a)

36=a’+a’-12a+36

0=a’+a*-12a

0=afa’+a-12)

0O=a(a+4)a-3)=a=0va=-4va=3.

Plati 24 +x=0v 24 +x=—64 v 24 +x =27.

Odkial’ dostavame

X=—24vx=—-88vx=3.

Zaver. Po vykonani skisky spravnosti zistime, ze vSetky tri korene x; = —24, x,=—88 a
X3=3 su rieSeniami danej rovnice.

v
4.1.4 Rovnice s absolitnou hodnotou

E:T Rovnice s absolttnou hodnotou st rovnice, v ktorych sa vyskytuje neznama X aspon raz
v absolttnej hodnote. Riesit’ takto rovnicu znamena upravit ju na tvar, v ktorom nie je
absolutna hodnota. Zopakujeme definiciu absolutnej hodnoty la| ¢islaa

a pre a>0,

8=

—-a pre a<Q0.
Rovnice s absolutnou hodnotou rie§ime postupne na jednotlivych intervaloch. Tieto ziskame
tak, ze defini¢ny obor rovnice D rozdelime na ¢iastkové intervaly nulovymi bodmi vyrazov,
ktoré su v absolutnej hodnote. RieSenie rovnice ziskame ako zjednotenie rieSeni rovnice na
parcidlnych intervaloch.

@ Priklad. RieSme rovnicu |x+3|— |x—2| =_5.

B

RieSenie. Defini¢ny obor rovnice ja cela mnozina R.



Pretoze platix+3=0<x=-3 a x—2=0 < X =2, rozdelime mnozinu R na tri intervaly
takto: (— oo, — 3), (— 3, 2), (2, ). Rovnicu rieSime postupne na parcialnych intervaloch.
1)AkXx € (—o,—3), potomx +3<0,ateda |x+3|=— x+3)=—-x -3;
x—-2<0,ateda |x-2 [=—x+2.

Riesime rovnicu — X — 3 — (- x + 2) =— 5. Po uprave dostaneme — 5 = — 5, ¢o je pravdivy
vyrok, a teda rieSenim rovnice naintervale (— o, -3) je kazdé X € (— o, —3).

2.)Akx e (—3,2), potomx+3>0,ateda |x+3|:x+3;

x—-2<0,ateda |[x-2 [=—x+2.

Rie$ime rovnicu X + 3 — (— X + 2) = — 5. Po tprave dostaneme X = — 3. Jej rieSenie X =— 3
patri do intervalu (— 3, 2 ), a teda rieSenie rovnice na intervale (—3,2) je x=-3.

3.)Akx € (2,o), potomx+ 3 >0, ateda |x+3|:x+3;

x—2>0ateda [x—2 |= x—2.

RieSime rovnicu X +3 — (X —2) = — 5. Po tGprave dostaneme 5= —5, ¢o je nepravdivy
vyrok, ateda ziadne X € ( 2, 00) nie je rieSenim rovnice.

RieSenie rovnice na intervale ( 2, ) je &.

Zaver. Riesenim rovnice st vSetky X € (— oo, — 3 ).

4.2 Nerovnice

~

-

5 Nech f, g st funkcie premennej X definované na mnozine A — R, potom tlohu:

Ur¢it’ vSetky x € A, pre ktoré plati:

f(x) > g(x), resp. f(x) < g(x), resp. f(x) > g(x), resp. f(x) < g(x), nazveme nerovnicou S
neznamou X.

Pri rieSeni nerovnic je nutné rozliSovat nasobenie nerovnice kladnym, resp. zapornym

Cislom, ¢i vyrazom v. Plati prev >0 f(x) <g(x) < v. f(x) <v.g(x),
fx) >9(x) < v.f(x) >v. g(x),
prev<0 f(x) <g(x) < v. f(x)>v.g(x),

f(x) > g(x) < v. f(x) <v.g(x).
Umociiovat’ mdzeme nerovnicu alebo nerovnost’ len pre nezaporné ¢islal!
0<a<b=a’<b’
V inom pripade uvedena implikacia neplati.
Napriklad: —5 <2, ale neplati 25 <4.
Upozornenie: Pri rieSeni nerovnic je tiez vzdy potrebné urcit’ defini¢ny obor nerovnice.

Ekvivalentné upravy nerovnic:

1. vzijomna vymena stran nerovnice so su¢asnou zmenou znaku nerovnosti na obrateny,

2. nahradenie l'ubovolnej strany nerovnice vyrazom, ktory sa jej rovna v celom
definicnom obore nerovnice, pricom znak nerovnosti sa nezment,

3. pripo€itanim toho istého ¢isla alebo vyrazu s neznamou, ktory je definovany v celom
obore rieSenia, k obom strandm nerovnice, pricom znak nerovnosti sa nement,

4. vynasobenie oboch stran nerovnice kladnym ¢&islom alebo kladnym vyrazom s
nezndmou, pricom znak nerovnosti sa nemeni,

5. vynasobenie oboch stran nerovnice zapornym cislom alebo zapornym vyrazom s
neznamou, pritom znak nerovnosti sa zmeni na obrateny,

6. umocnenie oboch stran nerovnice prirodzenym mocnitelom, ak st obe strany
nerovnice nezaporné, pritom znak nerovnosti sa nement,
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7. odmocnenie oboch strdn nerovnice prirodzenym odmocnitelom, ak si obe strany
nerovnice nezaporné, pricom znak nerovnosti sa nement,

8. zlogaritmovanie oboch stran nerovnice pri tom istom zaklade vd¢Som ako 1, ak st obe
strany nerovnice kladné, pritom znak nerovnosti sa nemeni.

Pri rieSeni nerovnic je Casto najvyhodnejSie upravit’ nerovnicu do tvaru, kde vyraz v tvare
stéinu, resp. podielu na jednej strane nerovnice porovnavame s nulou, tzn. dani nerovnicu
vyjadrime v anulovanom tvare, v ktorom jedna strana nerovnice je totozna s nulou. Nasledne
pouzivame pravidla pre rieSenie rovnic a nerovnic v suc¢inovom a podielovom tvare:
AX).BX)=0=AX) =0 Vv BXx)=0

AX)/BX)=0= AX)=0 A B(X)£0

AX).BX)>0e (AX)>0A BX)>0)Vv (AX)<0AB((X)<0)

AX).BX)<0 = (AX)<O0A B(X)>0)Vv (AX)>0AB(X)<0)

AX)/BX)<0e (AX)>0A BX)<0)Vv (AXX)<0AB(X)>0)

AX)/BX)>0< (AX)>0A BX)>0)V (AXX)<0AB(X)<0).

4.2.1 Linedrne nerovnice

a

-

ECT Linearnou nerovnicou s neznamou X € R nazyvame  kazdd nerovnicu tvaru
ax+b<0,ax+b<0,ax+b>0,ax+b>0, ax+b =0, kde a, b st 'ubovol'né realne &isla,
pricom a # 0.
Pri rieSeni linedrnej nerovnice nerovnicu upravime na tvar
ax<-b, ax< —h, ax >-b,ax >-h.
Potom moZu nastat’ tieto pripady:
. , b
Ak a <0, potom z nerovnosti ax < — b dostavame X >——,
a
. , b
resp. z nerovnosti ax > — b dostavame X <——.
a

. , b .
Ak a >0, potom z nerovnosti ax < - b dostavame X <——, resp. z nerovnosti ax > —b
a

, b
dostavame X >——.
a

S Priklad. Rie$me nerovnicu S—x 1+ax

Xx—1 2x+2
o)

Musi platit' X — 1 # 0 < X # 1 a stasne 2X + 2 # 0 < X # — 1, definiénym oborom nerovnice
st vSetky realne Cisla okrem ¢isel 1 a —1; D =R — {1, -1}.

RieSenie. Najskor ur¢ime podmienky rieSite'nosti danej nerovnice.

Pri rieSeni nerovnice tohto typu je treba rozliSovat’ pri vyndsobeni nerovnice spolo¢nym
menovatel'om, teda vyrazom (X — 1)(2x + 2), ¢i je tento vyraz kladny alebo zaporny. Tento
rieSitel’'sky postup je mozné nahradit vynulovanim pravej strany nerovnice a naslednym
upravenim lavej strany nerovnice do tvaru podielu.

Pocitame



5-x 1+4x <

X—=1 2X+2
5-x 1+4x_130
X-1 2x+2

(5—x)(2x+2)+ [1+4x)x-1)—(x-1)(2x + 2)
(x-1)(2x +2)
10X +10 - 2x* - 2X+x —1+4x* —4Xx—2x" +2-2X+2X _ 0
2(x =1)(x +1) -

<0

5x+11

2(x-1)(x +1) =0

: : .. . 11 .
Ur¢ime nulové body jednotlivych Cinitelov - st nimi body — 1, 1,—3. Rozdelime nimi

defini¢ny obor nerovnice na Styri intervaly a zistime znamienka jednotlivych cCinitelov na
parcialnych intervaloch. Udaje zapiseme do tabul’ky

Y[ [ER T am

5
Bx + 11 i ¥ ¥ ¥
Xx—1 - - +
X+ 1 - - + +
Bx+11 - + - +
2(x —1)x +1)

Tab. 4.2.1
. R : - 11
Zaver. RieSenim nerovnice su vSetky X e —00,—3 U (-11)

v

Tato metdda rieSenia nerovnice sa niekedy nazyva aj metéodou nulovych bodov a je
pouzitel'na pre rézne typy nerovnic.

4.2.2 Kvadratické nerovnice

~

-

5 Kvadratickou nerovnicou nazyvame vyrokova formu niektorého z tychto tvarov:
aC+bx+c<0, ax’*+bx+c>0,ax*+bx+c>0, ax* + bx + ¢ <0, vo vietkych pripadoch
a,b,ceR,a=0.

Vyriesit' kvadraticki nerovnicu znamené najst’ vSetky X € R, pre ktoré je dand nerovnost
splnena, t.j. po dosadeni ktorych sa dana vyrokova forma stane pravdivym vyrokom.

Pri rieSeni kvadratickych nerovnic vyuZivame poznatky o kvadratickych rovniciach
a kvadratickych funkciach. Podobne ako pri  kvadratickych rovniciach mnoZina rieSeni
kvadratickej nerovnice zavisi od znamienka diskriminantu D = b? — 4ac. Tabulka 4.2.2
zhrnuje prehl’ad vSetkych pripadov, ktoré moézu nastat’. Oznac¢me



A1 = (=0, X1) U (Xz, + ),
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Az = (X1, X2),
Az = {X1, X2},
kde x1, X, st korene prislu$nej kvadratickej rovnice.
D<0 D<0 D=0 D=0 D>0 D>0
a<o a>0 a<o0 a>0 a<o0 a>0
a+bx+c>0 | R %) R-{x} |A A
aX2 +bx+c>0 | I R {Xl} R A, U As AU Az
ax*+bx+c<0 |R %) R-{x}| @ A A
aX2 +bx+c<0 |R %) R {Xl} AU Az Ao U Az
Tab. 4.2.2

\\/,’

Priklad. Na obr. 4.1.4 je znazornené grafické riesenie nerovnice X° + 3x — 4 < 0.

Plati: X* +3x —4 <0< (x+4) (x—-1)<0 a x3= —4, x; =1 st korene prislusnej

kvadratickej rovnice.

Obr.4.1.4

Podrla tabul’ky 4.2.2 plati: a’+bx+c< 0,D>0,a>0, A,=(-4,1), As={-4,1},
X1 = —4, X2 = 1. RieSenim nerovnice je mnozina A, U Az = (-4, 1).



5 Sustavy linearnych rovnic

5.1 Sustavy linedarnych rovnic s dvoma neznamymi

~

-

5 Sustavu linearnych rovnic s dvoma nezndmymi ma tvar

apX+apy=>hb
A X+ axy="h (5.1)

kde aij, a1z, @21, @z, b1, b, € R st koeficienty sustavy.
RieSenim sustavy je taka usporiadana dvojica ¢isel [X, Y], ktora patri do oborov pravdivosti
oboch rovnic sustavy.

5.2 Metody riesSenia sustav linedarnych rovnic

~
=

~ 1. S¢itacia (adi¢n4) metoda
Riesme sustavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi (5.1), pricom koeficienty pri neznamych
st nenulové ¢isla. Ak prvi z rovnic vynasobime ap; a druhu (- a2 ), tak

aprapX+aparxy= biax
—appay X—apayy=-ah,.

Obe rovnice s¢itame a dostaneme

Ay 18p,X — 8,8, X = b1a22 - b2a12'
Z ¢oho

a,,—ba
X= bl 2 22 , a11a22_a‘12a21;"&0-
a11a22 - a12a21

Ak ajqap, —agpapg =0, stistava bud’ nema riesenie, alebo ich ma nekonec¢ne vel'a. Podobne,

ak prvu rovnicu vynasobime a1 a druhtt (- aj1) a tieto rovnice s¢itame, dostaneme

— bzall B blazl
81,8y, — 3,8,

@ Priklad. RieSme sustavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi
x +12y =71
21x — 4y =093.

@ RieSenie. Vyuzijeme ekvivalentné Gpravy; vynasobime druha rovnicu ¢islom 3:

x +12y =71
63x —12y =279.
Sc¢itanim rovnic dostaneme
70x = 350
X = 5.
Opit vyjdeme zo ststavy rovnic. Prvi rovnicu nasobime ¢islom 3, druhu ¢islom (—1)
21x +36y = 71
— 21x + 4y =-93.
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Ak sc¢itame posledné dve rovnice, po uprave dostaneme

y=3.
Zaver. Po vykonani skusky spravnosti zistujeme Ze usporiadana dvojica X = [5, 3] je naozaj
rieSenim uvedenej stistavy rovnic.

v

2. Dosadzovacia (substitu¢na) metoda

Pri rieSeni ststavy rovnic postupujeme tak, ze z l'ubovolnej rovnice vyjadrime niektoru
nezndmu, dosadime do druhej (pri sustave dvoch rovnic s dvoma nezdmymi), resp. do dvoch
d’alSich rovnic (pri ststave troch rovnic s 3 nezndmymi) namiesto prisluSnej nezndmej. Tym
sa pocet rovnic aj pocet neznamych znizi o jednu. Tak pokracujeme dovtedy, kym neostane
jedina rovnica. RieSenia ststavy dostaneme spatnym dosadzovanim rieSeni poslednej rovnice
do predchadzajucich rovnic.

@

Priklad. RieSme ststavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi
4x+y =40
X—-y = 5.

&

RieSenie. Z druhej rovnice vyjadrime neznamu x =5+y a dosadime do prvej rovnice
A5 +y) +y=40

20+4y+y= 40
S5y=20
y= 4

Spatnym dosadenim rieSenia y = 4 do druhej rovnice dostaneme x = 9.
Zaver. Po vykonani skuSky spravnosti zistujeme ze usporiadand dvojica X = [4, 9] je
rieSenim uvedenej stistavy rovnic.

v

3. Porovnavacia metéoda
V rieSeni sustavy rovnic s dvoma neznamymi postupujeme tak, ze z oboch rovnic vyjadrime
th istl nezndmu a obe vyjadrenia dame do rovnosti. Z takto ziskanej rovnice vypocitame

hodnotu druhej nezname;j. Z niektorej rovnice potom vypocitame hodnotu prevej nezname;.
A\ 7/ /.

Priklad. RieSme porovnavacou metddou sustavu dvoch rovnic
x—y =99
2x—y =24.

Z prvej rovnice vyjadrime Yy =7x— 99.
Z druhej rovnice vyjadrime y = 2X — 24.
Obe vyjadrenia dame do rovnosti
7x— 99=2x-24

5x =75
x=15
y=7.15- 99

y=6.



Riesenim uvedenej stistavy rovnic je usporiadana dvojica Cisel X = [15, 6].

4. RieSenie sustav linearnych rovnic pomocou determinantov
VyrieSime sustavu troch rovnic s tromi neznamymi

A X+a,y+a,z= bl
a,X+a,y+a,Z=Dh,
A X+ 383,y +a537 = bs-

Determinant sustavy je

a;, 4, a5
D= Ay Ay Gyl
dy; 83 8y

Ak D = 0, sGstavu nevieme vyrieSit pomocou determinantov a podobne ako pri dvoch
rovniciach s dvoma neznamymi ma ststava bud’ nekonecny pocet rieSeni, alebo nema ziadne

rieSenie.
Ak D # 0, sGstava ma prave jedno rieSenie
Dx Dy Dz
X=— y = — 7 =—= ,
D D D
kde
b, a, a; a; boa, a; a, b
D, = bz ay, dy, Dy =8y b2 Ayg Dz =@ 8y bz-
b3 a32 a33 a3l b3 a33 aSl a32 b3

Pri vypocte determinantov pouzijeme Sarussovo pravidlo

a; d, ag
D= Ay Ay Qyg| = B448y,853 + Q58,385 T 838,85, — A118558,, — 8y,8y1855 — Ay385,85:.
A Q3 Ay

Pri sustave dvoch rovnic s dvoma neznamymi pouzijeme determinanty s dvomi riadkami
a dvoma stlpcami a rieSime ju tak isto ako sustavu troch rovnic s troma neznamymi.
\\/,

-

Priklad. RieSme pomocou determinantov stistavu dvoch rovnic

X+2y=-3
2x—y =-1.

Urcime postupne
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1 2
D= J:L@D—zz=—5
2 -
-3 2
D= . J:(—sx—1)-p4)2=5
D= _‘=144)—e$2=5.
Dostavame
D5 D5
D 5 D 5

Riesenim sustavy je jedina usporiadana dvojica X = [— 1 - 1].

@? Priklad. Ur¢me, pre aké hodnoty parametram € R maju sustavy
aymx+2y =3 b) mx+2y=1 C) x+y =m
X+4y = 4 2x +my =10 X—3y=5

prave jedno riesenie.

=

determinanty sustav a zistime, pre aké m € R su tieto r6zne od nuly.

RieSenie. Sustavy rovnic a), b), C) rieSime pomocou determinantov. Postupne uréime

m 2

a D=
) 1 4

‘ =4m-2.
1
D0 <& 4m-220 < dm#2< m;tE.
Jediné riesenie sustavy a) existuje prave vtedy, ak me RA m = %

m 2
2 m

by D= =m’—4.

D0 © M-420om#=2Am= 2
Jediné rieSenie sustavy b) existuje prave vtedy,akm e RA m=#-2A m##2.

D 1
C) =L _3

Jediné rieSenie sustavy C) existuje pre 'ubovolné m € R .

=-4 , D=0 prekazd¢ meR.




5. Grafické rieSenie ststav linearnych rovnic

Nech mé sustava linedrnych rovnic tvar
8y, X+2,y =D
a,,X+a,,y=Dh,.

pricom [aj1, ai2] # [0, 0], [a&21, ax] # [0, 0] (Inak by to nebola rovnica). Kartezidnskym
grafom oboru pravdivosti vyrokovej formy 811X+ a1py =0 je priamka v danej
stradnicovej sustave. Druhej rovnici analogicky zodpoveda priamka s rovnicou
a,,X+a,,Yy =b,. Sturadnice spolo¢nych bodov oboch priamok tvoria rieSenia danej ststavy.
Pretoze dve priamky v rovine mézu mat: prave jeden spolo¢ny bod, ziadny spolo¢ny bod
alebo nekone¢ny pocet spolocnych bodov, ma sustava prave jedno rieSenie, ziadne rieSenie
alebo nekonecny pocet rieseni.
SV
Priklad. Graficky rieSme ststavy rovnic
a) x+2y=-3 b) x+2y = -3 C) x+2y = -3
2x—y =-1 3x+ 6y = 1 3Xx+6y = —-9.

a) Narysujeme postupne obe priamky (Obr. 5.1), ktoré zodpovedaju prvej a druhej
rovnici ststavy. Prieseénikom priamok je bod [-1, —1}
Ststava rovnic ma prave jedno rieSenie, kterym je usporiadana dvojica Cisel
x=[-1,-1] tedaplati x=—1a y=-1.

fipel

Obr. 5.1 Obr. 5.2

b) Opat narysujeme priamky zodpovedajuce prvej a druhej rovnici sustavy.
Dostavame dve rovnobezné priamky. Sustava rovnic nema rieSenie, neexistuje taka
usporiadana dvojica realnych &isel X, y, ktora spiiia obe rovnice sustavy, (po upravach
dostavame nepravdivy vyrok 0 = 10), c¢o koreluje s grafickou interpretaciou -
neexistuju totiz ziadne spolo¢né body priamok (Obr. 5.2).

€) Ak rieSime analyticky sustavu ¢) dostavame po uprave pravdivy vyrok 0 = 0. Sustava
ma nekonecne vela rieSeni (za X, y mdzeme dosadit’ akékol'vek ¢isla a dostaneme
pravdivy vyrok).
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Ak narysujeme priamky zodpovedajliice rovniciam sustavy, registrujeme, ze su totozné
(Obr. 5.3).




6 Funkcie
6.1 Funkcie — zdakladné pojmy

~

-

A priradi prave jedno
oznacujeme D( f).

Obor hodnot funkcie f je mnozina vsetkych y € R, ku ktorym existuje aspon jedno X

5 Funkcia f, definovana na mnozine A < R je predpis, ktory kazdému ¢islu z mnoziny
realne CcCislo. Mnozina A sa nazyva definicny obor funkcie,

Z defini¢ného oboru funkcie f také, ze plati y = f (x), ozna¢ujeme ho H(f).
Zapis y =f (X) vyjadruje funkény predpis zavislosti premennej y na premennej X.

Premenni X nazyvame nezavisla premennd, pouzivame tieZ oznacenie argument funkcie,

nadobuda hodnoty z D(f). Premenna y je zavisla premenna, y € H(f).

Hodnotu funkcie f v bode Xo ozna¢ime f(Xo) a nazyvame funkénou hodnotu funkcie f v bode

Xo.

Graf funkcie f v zvolenej stiradnicovej sustave O,y je mnozina vSetkych bodov X[x, f(x)],

kde x patri do definicného oboru funkcie f a y je hodnota funkcie f v ¢isle X.
V skuto¢nosti nacrtneme len cast’ grafu funkcie na zvolenom intervale | — D( f).

\\//’
Priklad.
x=1
]
4 2
o 1
/ 3 0 1 2 3
& -4 -2 2 4
-2
—4 .._/

Na obrazku vidime graf funkcie. Ku
kazdému X prislucha prave jednoy.
Kazda priamka rovnobeZna s 0SOU y
pretina graf funkcie najviac v jednom
bode.

V tomto pripade uvedena krivka nie je
grafom funkcie. Napriklad pre x = 1
existuju dve rozne hodnoty y. Toto
plati pre vsetky xe (=3, 3). Kazda
priamka X = Xg, Xo € (=3, 3) pretne graf
V dvoch roznych bodoch.

Obr.6.1.1

6.2 Vlastnosti funkcii

6.2.1 Ohranicena a neohrani¢ena funkcia

~

-

pre vietky X € M plati f(x) < h.

Funkcia f sa nazyva ohranifena zdola na mnozine M, ak existuje také ¢islo d € R, zZe

pre vSetky x € M plati f(x) > d.

EJST Funkcia f sa nazyva ohranifena zhora na mnozine M, ak existuje také ¢islo h € R, ze

Funkcia f sa nazyva ohranifena na mnozine M, ak je ohranicena zdola a sticasne zhora.

Geometricky vyznam ohranicenosti funkcie
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Ak je funkcia f na mnozine M — D( f) ohrani¢ena zhora, lezi jej graf pre kazdé Cdislo
X € M stale pod priamkou y = h alebo na nej.

Ak je funkcia f na mnozine M < D( f ) ohraniCena zdola, lezi jej graf pre kazdé Ccislo
X € M stale nad priamkouy =d alebo na nej.

Ak je funkcia f na mnozine M < D( f ) ohranicena, lezi jej graf pre kazdé <cislo x € M
stale medzi priamkami y=h a y=d alebo na nich.

\\/,

Q Priklad.
Funkciaf je ohrani¢ena Funkcia f je ohrani¢ena | Funkcia f je ohranifena
zhora zdola

Obr.5.2.1
6.2.2 Monotonnost’ funkcie
Nech je dana funkcia f amnozina M, ktora je Cast'ou jej defini¢ného oboru (M < D( f)).
Funkcia f sa nazyva rastica na mnoZine M prave vtedy, ak pre vSetky Xi, X € M, také,
ze X1<Xp plati f(x1) < f(x2).
Funkcia f sa nazyva klesajica na mnoZine M prave vtedy, ak pre vSetky X1, X2 € M, také,
7e X1<Xp plati f(x1)> f(x).
Funkciaf sa nazyva nerastiica na mnoZine M prave vtedy, ak pre vSetky X1, X, € M, také,
7e X1<Xp plati f(x1)> f(x).
Funkcia f sa nazyva neklesajiica na mnoZine M prave vtedy, ak pre vetky X1, X € M,
také, ze X1< xg plati f(x1) < f(X2).
Takéto funkcie na mnozine M sa sihrnne nazyvaji monoténne na M < D(f).
Funkcie, ktoré st len rastice alebo len klesajice na mnozine M < D( f) sa nazyvaji rydzo
monoténne na M < D(f).

\\//’

Priklad.

3

u 1 2 3 4 5 6 0 / 4
-2 -1 o 1 2 9
-3

Neklesajuca funkcia Nerastuca funkcia Rastica funkcia Klesajuca funkcia

Obr. 6.2.2



6.2.3 Prosta funkcia
Funkcia f sa nazyva prosta na mnozine M — D(f) prave vtedy,
ak pre vSetky X1, Xo € M také, ze xp#=x2 je f(xg) #f(x2).

\\/,’

Priklad.

L)

o

-1 -10 -5 0 5 10 15

f:y =x.sin(x) + x

—-10

Obr. 6.2.3

Funkcia f na obrazku 6.2.3 nie je prosta. Z grafu funkcie vidiet, Zze existuji rozne
X1, X2 € D(f), X1 # Xo, V ktorych st funkéné hodnoty funkcie f rovnaké.

Ak je funkcia f namnozine M c D(f) rydzo monotéonna, tak potom je na mnozine
M < D(f) prosta.

6.2.4 Rovnost’ funkcii

Hovorime, Ze funkcia f sa rovna funkcii g, ak:
1. D(f)=D(g).
2. Prekazdé x € D(f) plati f(x)= g(x).

6.2.5 Parna a neparna funkcia
Funkcia f sa nazyva parnou prave vtedy, ak plati:
1. prevsetky xe D(f) jetiez —xe D(f),
2. prevsetky xe D(f) je f(=x) =f(x).
Graf parnej funkcie je osovo simerny podl'a 0sSi .
Funkcia f sa nazyva neparnou prave vtedy, ak plati:
1. prevsetky xe D(f) jetiez —xe D(f),
2. prevsetky xe D(f) je f(—=x) =—1(x).
Graf nepérnej funkcie je stredovo simerny podl'a zafiatku suradnicovej sustavy Oy .
Ak nie je splnena Ziadna z uvedenych podmienok, potom funkcia nie je ani parna ani
neparna.
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\\//’

Priklad.

Grafy neparnych funkcii Grafy parnych funkcii Graf funkcie, ktora nie je ani
parna ani neparna

Obr. 6.2.4
6.2.6 Periodicka funkcia

Funkcia f sa nazyva periodicka prave vtedy, ak existuje také ¢islop >0, zZe pre kazdé
xe D(f), plati:

1. (x+p) eD(f), a (x—p) e D(f).

2. f(x+p)=1f(X).
Cislo p sa nazyva periéda funkcie f.
Ak ma funkcia f periodu p, ma podla definicie aj periodu 2p, 3p, atd’., teda vsetky prirodzené
nasobky ¢isla p st tiez periddou funkcie f. Najmensiu periodu p > 0 funkcie f, nazyvame
aj zakladnou periodou funkcie f.
Graf periodickej funkcie sa pravidelne (periodicky) opakuje po intervaloch, ktorych dizka sa
rovna zékladnej peridde p.
Najvyznamne;jsie periodické funkcie st funkcie goniometrické.

\\//’

Priklad. Funkcia y = sin (x) + cos (2x) je periodicka so zakladnou periodou p = 2.

Obr.5.2.5



6.2.7 Inverzna funkcia
Nech je f prosta funkcia na D(f) anech H(f) je obor funkénych hodnét funkcie f. Potom
existuje inverzna funkcia f ' definovand vztahom:

y=f() =x=f7(y),
ktora kazdému y e H(f) priradi praveto X € D(f), pre ktoré je f(x)=y.
Plati D(fY) =H(f)aH(fY)=D(f), y=f[f*(y)}x=f[f(x)]. Grafy funkcii f a f*
st 0S0v0o sumerné podla priamky y = x.
Inverzna funkcia existuje iba k prostej funkcii a tiez je prostou funkciou.
Funkcie f a f st navzajom inverzné, teda plati (f 1) ' =1.
Tiez plati, Ze inverzna funkcia K rasticej funkcii je rasticou funkciou a inverzna funkcia ku
klesajucej funkcii je klesajucou funkciou.
Ak chceme kdanej funkcii utvorit’ inverzni funkciu stac¢i v predpise funkcie y = f(x)
vymenit’ medzi sebou premenné X, y a potom vyjadrit’y.

\\/y

@ Priklad. Nech je dana funkcia f:y= JXx+2, D(f) =0, ), H(f) = (2, ). Funkcia f
je prosta na celom D(f), ateda knej existuje inverzna funkcia f . Inverznt funkciu
utvorime nasledujucim spésobom. — mmm

V predpise funkcie f :y= VX +2 vymenime premenné: X = \/Y +2 anasledne vyjadrime
premennu Y.
X=4Yy+2, y>0

X—=2= \/V

(x-2)*=y

Dostali sme predpis funkcie f~1:y=(x—2)?, D(f %) =(2, »), H(f %) = (0, ).
Na obrézku 5.2.6 vidime grafy funkcii f:y=+/x+2 a f*:y=(x—2)
su osovo sumerné podla priamky y =x.

~

’4 f:y=\/;+2

2

1,5

: floyE (x—2)

5 i} 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Obr. 6.2.6
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6.3 Linedrna funkcia

~

-

g Linearnou funkciou sa nazyva kazda funkcia definovand na mnozZine R, ktord je
dana predpisom y=ax +b, a,b € R, a= 0. Definicnym oborom a oborom hodnét linearnej
funkcie je mnozina R.

Grafom linearnej funkcie je priamka roznobezna s 0sou y.

\\/,’
@ Priklad. Na obrazku 6.3.1 st grafy linearnych funkcii pre r6zne hodnoty koeficientu a.

a>0 y=x+3 2 b=0 y=05x

Obr.6.3.1

Prea > 0,b e R  jelinearna funkcia rastica na R, prosta a neohranic¢ena.
Prea < 0,beR jelinearna funkcia klesajuca na R, prosta a neohrani¢ena.

Linearnu funkciu y = ax, t.j. funkciu, v ktorej b = 0, nazyvame priama umernost’ — graf
priamej imernosti prechadza zaciatkom stiradnicovej sustavy.

6.4 Kvadratickad funkcia

a

-

g Kvadratickou funkciou nazyvame kazda funkciu definovani na mnozine R, ktora
jedand predpisom Yy = a+bx+c, kdea b ce R, a=0.

Vyrazy ax?, bx, ¢ sa nazyvaju kvadraticky ¢len, linearny ¢len, absolutny ¢len.

Defini¢énym oborom kvadratickej funkcie je mnozina R.

Grafom kvadratickej funkciey =ax* + bx + ¢, x € R, a=0, je parabola, ktorej vrcholom

— 2 —
je bod —b c—b— aosou priamka x=—b :
2a 4a 2a

Vlastnosti kvadratickych funkcii v zavislosti na hodnote koeficientu a (a <0 alebo a > 0)
suna Obr. 6.4.1



Pre a >0
D(f)= R,

b2
H(f)=<c—4—a, 0 ] ,

funkcia je rastuca na
intervale _ﬂ; o |,
2a

funkcia je klesajiica na
intervale | _ o; _b ,

2a
funkcia je zdola ohranicena,
funkcia nie je prosta,
funkcia nie je periodicka.

YV V

Pre a< 0
D(f)= R,

. b?
H(f):(oo, 0—4—a >

funkcia je rastaca na intervale

5]

funkcia je klesajuca na
intervale <_b; i j

2a
funkcia je zhora ohranicena,
funkcia nie je prosta,
funkcia nie je periodicka.

\\/,

@ Priklad. Na Obr. 6.4.2 st grafy kvadratickych funkcii pre r6zne hodnoty koeficientu a.
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Obr. 6.4.2

Ak potrebujeme v suradnicovej sistave naértnat’ graf funkciey = ax’* + bx + ¢, x e R, a#0,
je vyhodné ur¢it’ najskor vrchol paraboly, ktora je jej grafom. Ozna¢me ho V[xy, y,]. MéZeme
to urobit’ napriklad tymto sposobom:

Najskor upravime predpis funkcie na druhtt mocninu dvojélena, t.j. zapiSeme ho v tvare

y=ax+bx+c=a(x—x)2+yy.
Vseobecny postup pri Gprave na druhtt mocninu dvojélena je

SRCEE Cae e o Lt S P
y=ax"+bx+c=a X" +—X+—|=a X" +—X+|— | —| — | +C|=
a a a 2a 2a
( bjz (bz Cj
=a X+—| +al———+—|=
2a 4a a

b\ —b?+4ac b)Y -D
=4 X+— | +——=a X+— | +—.
2a 4a 2a 4a

Odkial’ dostavame

x =_2. _-P

T N T s

V $pecialnom pripade mozeme tiez postupovat’ takto:

Ak je diskriminant D =b?—4ac kladny, potom kvadraticka funkcia y=ax®+ bx +c,
x € R, a# 0, ma dva rézne nulové body X; a X2 (X — ové suradnice priesecnikov grafu
funkcie sosou x). Pre suaradnice vrcholu V paraboly, ktora je grafom danej kvadratickej
funkcie y = ax® + bx + ¢, potom plati

X —ova suradnica X, vrcholu paraboly V[xy,y,] Je aritmetickym priemerom  hodnét
X1, X2 @y — ovu stradnicu y, nasledne vypocitame ako hodnotu funkcie f v Cisle X, .



_—b++b* —4ac y _—b-+b*—4ac
2a

Ak uvazime, ze X, 2a , ) , potom
X ZMZ_L y :f(x ):i V = _££
! 2 2a’ ! 7 4a’ 2a’ da |’

\\/,

Q Priklad. Uréme stradnice vrcholu paraboly, ktora je grafom funkcie f: y = X —x—2.
a) Upravou na druhtt mocninu dvoj¢lena dostaneme

2 2
X ox—2=x-2) “tooo(x-L) 2
2 4 2 4

1 9
Dostavame X, =—, Y,=——,V z[l_g} )

b) Pomocou nulovych bodov funkcie dostaneme
a=1,b=-1c=-2,D=9, x9=-1, xp = 2,

X:x1+x2_1 yv=_D— 9, {1;_9]
4a 4 2 4

v 2 2’

6.5 Linedrna lomend funkcia

6.5.1 Nepriama imernost’

~

-

Ej Nepriama umernost’ sa nazyva kazda funkcia definovand na mnozine R — {0}
predpisom y = K , kde k € R — {0}.
X

Grafom nepriamej imernosti je rovnoosa hyperbola so stredom S0, 0].

Suradnicové osi st jej asymptoty (hyperbola sa k tymto priamkam pribliZuje, ale nepretne ich,
ani sa ich nedotkne).

Graf nepriamej umernosti je simerny podl'a zaciatku suradnicového Systému.

Obr.6.5.1 Obr. 6.5.2
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Nepriama timernost’ je neparna funkcia.

Funkcia y = K ,keR, k=0, jeprostanacelom definicnom obore D(f)=(—o0, 0)(0,00),
X

H(f) = (—,0)U(0,x) , ateda k nej existuje inverzna funkcia. Tato ma predpis

fl:yzg, D(f™) = (—o0,0) U (0, ).

\\/,

Q Priklad. Obrazok 6.5.3 znazornuje, ako sa meni priebeh funkcie vy = K Vv zavislosti na
X

1 .
konstante k.  Zvolime pre k postupne hodnoty -1, -2, 3, Zazodpovedajﬁce grafy

zakreslime do jedného stradnicového systému.

Obr. 6.5.3

Ak je k >0, potom je funkcia na intervale (— o, 0) klesajica a tiezje klesajuca na intervale
(0, ). Vetvy hyperboly sa nachadzaju v I. a I1l. kvadrante.

Ak je k <0, potom je funkcia na intervale (— o, 0) rastiica a tiez je rastica na intervale
(0, ). Vetvy hyperboly sa nachadzaju v Il. a IV. kvadrante.

6.5.2 Linearna lomena funkcia

\‘/

Linedrnou lomenou funkciou nazyvame kazda funkciu definovanii na mnoZine

R_{_Q} predpisom y:ax+b’ kdea,b,c,deR;c#0aad-bc=0.
C cx+d




Grafom linearnej lomenej funkcie je rovnoosa hyperbola, ktort ziskame z grafu funkcie

y=— pomocou posunutia tak, ze najprv funkény predpis linearnej lomenej funkcie f
X

upravime na tvar f:y= +Yo- Asymptoty grafu tejto funkcie prechadzaji bodom

X—=Xp
S[Xo, Yo] rovnobezne so suradnicovymi osami.

2x+1
X+1

@ Priklad. Zostrojme graf funkcie f:y=

@ RieSenie. Definiénym oborom funkcie je D(f) = (— o0, — 1) U (- 1, 00). Funkciu
upravime nha tvar
_2x+1 2x+2-1  2(x+1)-1 _o_ 1
X+1 X+1 x+1 X+1

Dostaneme predpis y = __11 + 2. Stredom hyperboly je bod S[-1, 2], k = —1 arovnice
X +
asymptot su: x= -1, y=2.

6.6 Mocninové funkcie

~

-

5 Mocninova funkcia je typ elementarnej funkcie jednej premennej tvaru f :y =x“ , kde
a € R je dané ¢islo. NajzndmejSim prikladom mocninovej funkcie je Specialny pripad o =1,
linearnej funkcie y=x a a =2, kvadratickej funkcie y = x>. Podla stupiia mocniny


http://sk.wikipedia.org/wiki/Zobrazenie_(matematika)
http://sk.wikipedia.org/wiki/Premenn%C3%A1
http://sk.wikipedia.org/wiki/Kvadratick%C3%A1_funkcia
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premennej sa rozliSuju mocninové funkcie réznych druhov. Rozli§ime niektoré pripady
mocninovych funkcii a popiSeme ich vlastnosti.

6.6.1 Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom

Funkciu y = x" , kde n je prirodzené ¢&islo, definovani na mnozine (-0, o), nazyvame
mocninovou funkciou s prirodzenym exponentom.

Vlastnosti mocninovej funkcie s prirodzenym exponentom prezentuje Tab. 6.6.1 a Tab. 6.6.2.

Ak je n parne Eislo » defini¢ny obor D(f) =R,
y=x* » obor hodnot H(f) =(0, ),
» funkcia je klesajuca na intervale
i (- o0, 0),
. y=x » funkcia je rastica na intervale
(0, ),
» funkcia je parna,
: » funkcia nie je prosta,
» funkcia je zdola ohranicena,
. = o1 - - ] 2 » graf funkcie prechadza  bodmi
[0,0]a[1, 1],
= > Napriklad: y =x*, y= e
Tab. 6.6.1
Ak je n neparne Cislo
» defini¢cny obor D(f) =R,
» obor hodnét H(f)=R,
» graf funkcie prechadza bodmi

[010] a [111]1 [_la —l],

funkcia je rastica na mnozine R,
funkcia je neparna,

funkcia je prosta na mnozine R,
funkcia nie je ohranicena,
Napriklad: y = x°, y = X°.

VVYVY VY

Tab. 6.6.2



6.6.2 Mocninova funkcia s celym zapornym exponentom

Funkciu y = x" , kde n je celé zaporné ¢islo, definovani na mnozine (— oo, 0) U (0, o),
nazyvame mocninovou funkciou s celym zapornym exponentom.

Vlastnosti mocninovej funkcie s celym zapornym exponentom prezentuje Tab. 6.6.3.

Ak jen parne ¢islo > defini¢ny obor D(f) =R —{0},
» obor hodnot H(f)=(0, ),

3 » funkcia je klesajuca na intervale
(0, ),
5 > funkcia je rastica na intervale
(~0,0),
» funkcia je parna,
! > funkcia nie je prostd na D(f),
» funkcia je zdola ohrani¢ena,
0 » graf funkcie prechadza bodom
: [L, 1],
—1 , -4 1
» Napriklad: y=x"" =—.

X4

Ak je n nepérne Cislo definiény obor D( f ) =R- {0},
obor hodnét H(f) =R - {0},
funkcia je klesajtica na
intervale (— oo, 0), ako aj na
intervale (0, o),

funkcia je neparna,

funkcia je prosta,

funkcia nie je ohrani¢ena,

graf funkcie  prechadza bodmi
[1! 1]! [_11 _1]1

Y V V

VYV V V

Napriklad: y=x°= %

A\ 4

Tab. 6.6.3

6.7 Exponencidlna funkcia

~

-

g Exponencialna funkcia so zadkladom a sa nazyva kazda funkcia definovana na
mnozine R predpisom
y=a* kdea>0, a=1,aeR.
Ak je zakladom exponencidlnej funkcie Eulerovo ¢islo e = 2,718281828..., hovorime
0 prirodzenej exponencialnej funkcii, y=¢”.
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Exponencialna funkcia so zédkladom a = e je velmi ddlezitou funkciou matematickej
analyzy.

Grafom exponencialnej funkcie je exponencialna krivka (exponenciala).

Graf kazdej exponencialnej funkcie so zakladom a,a >0, a=# 1, a € R, prechadza bodom
[0, 1], pretoze plati: a° = 1, a 0s x je asymptotou grafu.

Vlastnosti exponencialnej funkcie

_______ SR S - | N SO SV A0 N
y=2 S
IR O O N NS SO 008 W W
........................... ot R
0
2 -1 0 1 2
Obr. 6.7.1 Obr. 6.7.2
y=a", a>1 y=a‘, O<ax<l
Defini¢ny obor D(f) =R.
Obor hodnét H(f) = (0, «).
Funkcia nie je zhora ohranicena.
Funkcia je zdola ohrani¢ena.
Funkéna hodnota v bode 0 sa rovna 1.
Funkcia je prosta.
Funkcia je rastuca pre a > 1. Funkcia je klesajiica pre 0 <a < 1.

: . 1 .
Exponencidlne krivky ~y=a”,y=— pre zhodné a su sumerne zdruzené¢ podla osi y
a

(Obr.6.7.3).

Obr. 6.7.3



X —X

@ Priklad. Nadrtnime grafy exponencialnych funkcii: y=e*, y=e™, y=3e",
y=e"-1.

RieSenie. Defini¢nym oborom vsetkych funkcii je mnozina R.

Obr. 6.7.6 Obr. 6.7.7

6.8 Logaritmickd funkcia

Exponencidlna funkcia y=a*,a>0, a# 1, x € R, je prosta funkcia, existuje k
nej preto inverzna funkcia. Je to logaritmicka funkcia so zakladoma, a>0, a=1.
Logaritmicka funkcia teda kazdému x € (0, o) priradi to ¢isloy € (— o, ®), pre ktoré plati
a”’ = x . Hodnota logaritmickej funkcie v &isle X sa nazyva logaritmus &isla X pri zaklade a,
y = logax.
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NajcastejSie pouzivané logaritmické funkcie su:

so zakladom a = 10, vtedy sa logaritmus nazyva dekadicky a oznacuje sa y = log X,

so zakladom a = e, v tomto pripade sa logaritmus nazyva prirodzeny a oznacuje say = In x.
Grafom logaritmickej funkcie je logaritmicka krivka.

\\/,

Q Priklad.

-3
log, 27 = -3 pretoze (Ej =217,
3 3
log,1=0 pretoze 30 =1,

1

1
|O - :—5 t 7 275 = —,
g, ™ pretoze 3

Pravidla pre pocitanie s logaritmami:
Pre x >0, y>0,a>0,a=1

log, (x.y)=log, x +1log, y,
X

log, —=log,x—log, v,
y

log, X" =n.log, X, neN,
log,a=1, log10 =1, Ine=1,
log,1=0, logl1=0, In1=0,

., m
Specialne log, Vx™ =—log, x;n € R.
n
Dalsie vzt'ahy:

x=a%aX x>0 napriklad: 5=3°%% = 2'°%5

x=e"* x>0

1
log, a= iklad: log,5=—— a>0,a#1b>0b=1
% log, b napriad: 00s log, 3 L
Iogax=log—bx a>0a=1Lb>0b=1x>0.
log, a

Vlastnosti logaritmickej funkcie



Obr. 6.8.1 Obr. 6.8.2

y=logyx, a>1 y=Ilog, x, O<ax<l
Defini¢ny obor funkcie D( ) = (0, o).
Obor hodnét H(f)=R.
Funkcia je neohranicena.
Funk¢na hodnota v bode 1 sa rovna 0.
Funkcia je prosta.
Prea >1 je funkcia rastuca. Pre 0 < a <1 je funkcia klesajuca.

6.9 Exponencidlne rovnice

a

-

g 1. Zakladnym typom exponencidlnej rovnice je rovnica v tvare
a*=b, kdea >0 A a=1.
Pre b > 0 ma jedno riesenie: x =log, b, resp.
X — logb _
loga
Pre b <0 rovnica nema riesenie.

R priklad. Rietme rovnicu 4% + 353 = 4X+3 _gx+2 .

@ RieSenie. Definicnym oborom rovnice je celd mnoZina R. Rovnicu upravime na

zékladny tvar. VyuZivame pritom poznatky o pocitani s mocninami, pripadne substiticiu
X

y=a".
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4% 4 33 = gx3 _ gx+2
3 | 2 _ g8 gx
33 +34 3 =4"4° -4
3 (27 +9) = 4" (64 -1)
3 _63

4% 36

Ziskali sme zékladny tvar exponencialnej rovnice, ktory rieSime logaritmovanim oboch stran
rovnice pri zaklade 10.
Pocitame

Iog(}

Zaver. Po vykonani skusky spravnosti zistujeme, Ze rieSenim rovnice je X = %
log| —
J 4

v

2. Dal§im typom exponencidlnej rovnice je rovnica tvaru a'® =a®® kdea >0ra=1, f,

g su dané funkcie. PretoZze exponencidlna funkcia y = a”

(a>0 A a#1) je prosta
funkcia, preto plati

a'™ =a%  prave vtedy, ked f(x) = g(x).

@ Priklad. Riesme rovnicu 3***t+ 372 + 324 =333,

&

RieSenie. Definicnym oborom rovnice je cela mnozina R. Rovnicu upravime



3214 322 4 34 =333,

3237432432 4323 =333,

3 (31+37%+3%) =333,
333.81

32X —

37
3% =3° odkial’ mame

2x =6, pretoze plati a'™ =a'™ < f(x)=g(x)
X=3.

Vykoname skuSku spravnosti.
L=3%" 4332433 =3 1+3"+3=243+81+9=333.P=333. L = P.
Zaver. RieSenim rovnice je X = 3. v

3. Exponencialnu rovnicu typu a'® =b®® kdea >0Ara=1, b >0Ab=1, f g su
funkcie, rieSime pre a # b logaritmovanim oboch stran rovnice pri rovnakom zaklade

f(x).loga=g(x).logbh.

@
S

Priklad. Rie$me rovnicu 2X.3%% =4*71,

RieSenie. Definicnym oborom rovnice je celd mnozina R.
2X.33X _ 4x—1
33X _ 92(x-1) p—X

33x _ 22X.2_2.2_X
33x _ 2x—2
Obe strany rovnice zlogaritmujeme logaritmom pri zaklade 3, resp. moéZeme aj pri zaklade 2.
Dostavame
log, 3* =log, 2"
log, 3% = (x - 2).log, 2
3x—xlog;2=-2log, 2
x(3-1log, 2)=-2log, 2
= 2log, 2 '
log,2-3
. C oLy . e T .. 2log, 2
Zaver. Po vykonani skusky spravnosti zistujeme, Ze rieSenim rovnice je X = 0. 2-3
09, 24—

v

Pri rieSeni rovnice sme vyuzili pravidla pre pocitanie s logaritmami a so zlomkami, ktoré st
uvedené v kapitole 3.2.1 a navrhovany postup pre exponencialne rovnice typu 3, ktoré rieSime
po vhodnych upravach zlogaritmovanim oboch stran rovnice.
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6.10 Logaritmické rovnice

~

-

EJST Logaritmické rovnice st rovnice, ktoré maju neznamu v argumente logaritmu. Pri
rieseni logaritmickych rovnic pouzivame najcastejSie

a) definiciu logaritmu: logy x=y < a¥ =x, (a >0, x>0, a# 1),

b) vlastnosti logaritmov:

log, (x.y)=log, x+log, y,

X
log, —=log x—log, v,
y

log, x" =n.log, X,

log,a=1  logl0=1  Ine=1,
log,1=0, logl=0, In1=0,
pre x>0, y>0, a>0, a=1l.

Pri rieSeni logaritmickych rovnic sa €asto stretdvame s touto situéciou:
loga x=y, (a>0,x>0,a=1)
Pre 'ubovolné y ma tato rovnica jediné rieSenie
a’ =X
Niekedy je zadanie rovnice zlozitejsie, preto ho pomocou vlastnosti logaritmov upravime na
a) zakladny tvar logax=y, (@>0,a#1),

b) zakladny tvar loga f (X)=10gag(x), (@>0, x>0, a#1),
kde funkcie f (x) a g (x) nadobudaji kladné hodnoty. Pretoze logaritmicka funkcia prosta na
celom definicnom obore, plati

log, f(x)=log, g(x) < f(x)=g(x), (a>0,a=1,f(x)>0,9(x)>0).

Casto zadanie rovnice naznaluje, e by bolo vhodné aku zjednoduseniu vypoétu by
napomohlo pouzitie substiticie logax = y. Tato substiticia prevedie totiz logaritmicka
rovnicu na rovnicu algebrickd, ktora je obvykle I'ahsie rieSitelna.

2
@ Priklad. Riesme rovnicu M =1
2log(3-x)
@ RieSenie. Cahko nahliadneme, ze podmienky riesSite'nosti rovnice st
3—-x>0a 3-x=1.
Rovnica je riesite'na pre kazdé realne ¢islo X € D = (— o0, 3) — {2}.
Pri apravach vyuzivame vlastnosti logaritmov anasledné porovnanie argumentov
logaritmickej funkcie - postup naznaceny v b).
Pocitame



Iog(x2 + 5) ~
2log(3-x)
log(x? +5)=2 Iog(3 x)
Iog(x +5)
(x2+ 5) (3- )
X* +5-%x>+6x-9=0

6x—-4=0

x=2.

3

Zaver. Cislo x =§ patri do oboru D a vyhovuje skuske spravnosti, je teda rieSenim danej

rovnice.

2 Priklad. RieSme rovnicu logv/x+1+logvx—1=2-1log2.

& RieSenie. Podmienky rieSitelnosti s X >—1a x> 1, rovnica je rieSite'na pre kazdé

realne ¢islo X € D = (1, «).

Pri vypoéte vyuzijeme zakladné vlastnosti logaritmov a ¢islo 2 zapiSeme v tvare
=1log10® &im postupne dostaneme

logvx+1+log+vx—-1=2-log2,
logvx+1+log+/x -1 =log10* - log 2,

Iog( (x+1)(x -1 )) Iog%

2
log v x* — Iogg
Vx? -1 =50,

x* —1= 2500,
x* = 2501,
= ++/2501.

Zaver. Podmienkam rie$itel'nosti ako aj skiske spravnosti vyhovuje len je ¢islo X =+/2501.

v
6.11 Exponencidlne a \ogaritmické nerovnice

~

-

@ Pri rieseni exponencialnych a logaritmickych nerovnic vyuzivame zakladné vlastnosti
exponencialnych a logaritmickych funkcii. Predovsetkym rozliSujeme pripady podla toho, ¢i
a>1alebo 0 < a < 1, kedy su prislusné exponencialne a logaritmické funkcie rastuce,
respektive klesajuce. RozliSujeme tieto pripady:

Prea e (1, w0):
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a'® <a?™ o f(x)<g(x),

a'™ >a% o f(x)>g(x),

log, f(x)<log, g(x) < f(x) <g(x), f(x).g(x)>0
log, f(x)>log, 9(x) = f(x)>g(x).

Prea e (0, 1):
a'® <a'®™ o f(x)>g(x),
a'™>a%% o f(x)<g(x),
log, f(x)<log, g(x) = f(x)>g(x), f(x), g(x)>0
log, f(x)>log, g(x) < f(x) <g(x).

@ Priklad. Rie§me nerovnice @) 2 <4, b) log, (x—2)>-3.
2
a) Defini¢cnym oborom nerovnice je mnozina R.

2% < 4,
2% <22 &> x+1<2,
X<1<:>Xe(—oo,1).

RieSenie nerovnice je X € (— oo, 1).
b) Definiény obor nerovnice st vSetky X € (2, ©). Upravou nerovnice dostaneme

log, (x—2)> -3 < log, (x—2)>log, 8,
2 2 2
(x-2)<8 < x<10.
RieSenie nerovnice je X >2 AX <10 = xe (2, 10).



7 Trigonometria

7.1 Goniometrické funkcie

~

-

Goniometrické funkcie ostrého uhla boli zavedené na ZS ako pomery stran
V pravouhlom trojuholniku.
Nasledujuca definicia je Specialnym pripadom vSeobecnej definicie goniometrickych funkcii.
Nech je dany pravouhly trojuholnik s odvesnami a, b a preponou c.

=)

Obr.6.1.1

Potom definujeme:
Sinus @ ako pomer dizky odvesny protilahlej k uhlu o adizky prepony pravouhlého
trojuholnika.

. a
SIna = —.
C

Kosinus « ako pomer dizky odvesny prilahlej kuhlu o adizky prepony pravouhlého
trojuholnika.

b
cosa = —.
C

Tangens « ako pomer dizok odvesny protil'ahlej k uhlu o aodvesny prilahlej k uhlu o
pravouhlého trojuholnika.

a
tga = —.
gar =

Kotangens a ako pomer diZok odvesny prilahlej k uhlu o a odvesny protil'ahlej k uhlu o
pravouhlého trojuholnika.

b
cotga = —.
a

7.1.1 Velkost’ uhla — oblikova a stupiiova miera

~

-

g Stredoskolska definicia goniometrickych funkcii sa opiera predovsetkym o pojem
vel'kost uhla, ktort udavame bud’ v oblukovej miere alebo v stupiiovej miere.

Majme l'ubovolny orientovany uhol AVB, ktory umiestnime do kartezianskej suradnicovej
ststavy tak, ze vrchol V umiestnime do jej zaciatku O a rameno AV na 0s X — ovui.

Zostrojme jednotkova kruznicu k so stredom V, t.j. kruznicu s polomerom 1. DiZka tejto
kruznice je 2.
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Oblukova mieru uhla AVB definujeme ako dizku oblika jednotkovej kruznice medzi
prieseCnikmi ramien VA, VB a jednotkovej kruznice. Ak ma dlzka tohto obluka velkost 1,
potom sa velkost uhla AVB rovna 1 rad (radidn).

Jednotka stupfiove] miery sa nazyva uhlovy stupen arovnd sa % pravého uhla
(oznacujeme: 1 stupent = 1°). Pouzivame tiez mensSie jednotky: 1 minuta (oznacujeme: 17)

pre jednu Sest'desiatinu stupiia a 1 sekunda (oznacujeme: 1°") pre jednu Sest’desiatinu mintty.
PretoZe celej kruZnici zodpoveda uhol 360°, prinaleZi obliku dizky 2 7 uhol velkosti 360°. Pre

jeden radidn plati: ~57°17°45"".

T
Vzt'ah pre prevod medzi stupfiami a radianmi dostaneme z priamej tmernosti:

2rrad....cooeveeeieenee. 360 stupiiov
Xrad...ooiiiieiee o stupnov
ar 180x
= — o = .
180 T

7.1.2 Funkcie sinus, kosinus, tangens a kotangens

~

-

5 Goniometrické funkcie redlnej premennej X definujeme pomocou jednotkovej kruznice.
V kartezianskej suradnicovej sustave je danda kruznica k so  stredom v zaciatku
a s polomerom jedna. Kazdému realnemu c¢islu mozeme priradit orientovany uhol
s velkostou x radianov (v oblukovej miere), ktorého zadiatoéné rameno je kladna polos x
a vrchol je v zaciatku suradnicovej sustavy. Priesecnik  koncového ramena s kruznicou K
ozna¢me M[Xo, Yo].

Defini¢nym oborom kazdej goniometrickej funkcie je podmnoZina redlnych cCisel: v tomto
pripade nebudeme vyjadrovat’ uhly v stupiiovej miere.

Funkcie sinus, kosinus, tangens a kotangens definujeme takto:

Y
M[Xo,Yo]
1 sin X =yp
sinx) 4 COS X —_xo,
X sin x
0 tgx=——; cosx=0
COS X X COS X
COSX . .
cotgx=——- sinx=0
sinx

Obr.7.1.2



7.1.3 Vlastnosti goniometrickych funkcii

Funkcia y = sinx y = COSX
[int=1 N S S AN U SO S =2
defini¢ny R R
obor
obor hodndt | (-1,1) (-1,1)
parnost,
neparnost’ neparna funkcia parna funkcia
ohranic¢enost’ | zdola i zhora ohrani¢ena zdola i zhora ohrani¢ena
zakladna 2 2
peridda
rastuca na kazdom intervale na kazdom intervale
—Z+2k7z; T ok KezZ <72+2k7z, 27z+2k7r>,keZ
2 2
klesajuca na kazdom intervale na kazdom intervale
<0+2k7r, 7r+2k7r>,k e’
<f+ 2k, 4 2k7z>, kez
2 2
nulové body
funkcie Vv kazdom bode x=krz, ke Z v kazdom bode x — %(Zk +)keZ

Tab. 7.1.1
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Funkcia y = tgx y = cotgx

2

2
1
1
0
/n —05m 0 0.5m - " o ™ !
-1
-2
defini¢ny s
obor R_{(Zk_l)f}’ kez R-{kr} kez
obor hodnot R R
parnost’, neparna funkcia neparna funkcia
neparnost’
ohranicenost’ | neohrani¢ena nNeohranicena
zakladna T b4
peridda
rastuca na kazdom intervale
Xe(—£+k7r; £+k7r],k e”Z
2 2
klesajuca na kazdom intervale
(0+k7z, 7r+k7z), keZ

nulové body | pre kazdé x =kz, k € Z pre kazdé x=Z (2k 1),k € Z
funkcie 2

Tab. 7.1.2

Obrazky 7.1.3 a 7.1.4 vysvetluju, ako ur¢ime funkéné hodnoty goniometrickych funkcii
sinus, kosinus, tangens a kotangens pre niektoré vybrané hodnoty argumentu Xx. Na obrazku

7.1.3 vidime

rovnostranny trojuholnik so

stranou a = 2 a na obrazku 7.1.4 Stvorec so

stranou a = 1. Vyjadrime funkéné hodnoty funkcii sinus, kosinus, tangens a kotangens pre

velkosti argumentu X =

Plati napriklad:

T T
= X=X
4

Udaje st uvedené v Tabulke 7.1.3.

T

3



6
2 V2
J3 2
D\ (73 w4 /<
1 1 1
Obr.7.1.3 Obr.7.1.4
z z z z 3
X rad 0 6 4 3 2 7 2 27
1 J2 V3
sinx 0 2 o R 1 0 -1 0
V3 J2 1
COSX 1 o o 2 0 -1 0 1
V3
tgx 0 3 1 J3 nedef. 0 nedef 0
V3
cotgx | nedef. J3 1 3 0 nedef. 0 nedef.
Tab. 7.1.3

Grafom funkcie y = sinx je sinusoida.
Grafom funkcie y = cosx je kosinusoida.
Ked'ze funkcie y = sinx ay = cosx su periodické funkcie s periddou 27,
pre kazdé X € R plati: cos(X + 2kz) = cosx
sin(x + 2kr) = sinx, kde k € Z.
Ked'Ze funkcia y =sin(X) je neparna a funkcia y = cosx je parna,
pre kazdé x € R plati: cos(—X) = C0OSX
sin(—x) = —sinx, kde k € Z.

Pre kazdé x € R plati: sin’ + cos?x = 1.

Grafom funkcie y = tgx je tangentoida.
Grafom funkcie y = cotgx je kotangentoida.
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Ked'Ze funkcie y = tgx a y = cotgx su periodické funkcie s periddou 7,
pre kazdé x e R — {(ZK —1)%} , ke Zplati: tg(x + kx) = tgx,

pre kazdé x € R—{kz }, ke Zplati: cotg(x + kr) = cotgx.
Ked'Ze funkcie y = tg(x) a y =cotg(x) st neparne funkcie,
pre kazdé x e R —{(Zk —1)%}, k € Z plati: tg(—x) =—tgx,

pre kazdé x e R—{kz}, ke Zplati: cotg(-X) = — cotgx.

Pre kazdé x e R — {k %} , kK € Zplati: tgx.cotgx = 1.

Znamienka funkénych hodnét goniometrickych funkecii a charakter monotonnosti

Vv jednotlivych kvadrantoch:

l. Il Il (\VA
f(x
e O,E Z,ﬂ 7[,§7z 3—”,27[
2 2 2 2
sin(x) Rastica Klesajuca Klesajuca Rastica
+ + — -
cos(x) Klesajuca Klesajuca Rastlica Rastuca
+ - - +
tg(x) Rastica Rastuca Rastuca Rastica
+ - + -
cotg(x) Klesajtuca Klesajtca Klesajuca Klesajtca
+ - + -
Tab.7.1.4

R Priklad. Zostrojme grafy funkcii:

a) y = 3cosx
b) y =sin(4x)
c) y=sin(x) -2

. VA
d = —
)y sm(x+4j
Vs
=Cos| X —— |+1.
) y=cos x-% |+

(@ RieSenie. a) Zostrojime do jedného obrazku graf funkcie y = cosx a y = 3cosx. Pévodny
obor hodnot ( — 1, 1) meni Cislo 3 na (-3, 3).



ébr. :7.1.5:

b) Teraz budeme postupovat’ od grafu funkcie y = sinx a nasledne zostrojime graf  funkcie
y = sin(4x). Priebeh grafu tejto funkcie sa styrikrat ,,zrychli“. Ak totiZz zmenime argument
funkcie z x na kx, zmeni sa perioda 27 K — krat (v naSom pripade 4 — krdt) na Cislo

27 . . T
s ( v nasom pripade na r

-------------------------------------------------

y = sin(4x)

---------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------

Ob:r. 7.1:.6
c) Graf funkcie y = sinx — 2 zostrojime tak, ze posunieme graf funkcie y = sinx o dve
jednotky v smere zapornej polosi Y.

4 y::sm(x)

717
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d) Graf funkcie y = sin(x + %) dostaneme tak, Ze graf funkcie y = sinx, posunieme Vv smere

, . . Vs
zapornej polosi X 0 1

Obr.7.1.8

e) Graf funkcie y :COS[X—%)+1 dostaneme  posunutim grafu funkcie y = cOSX

v smere kladnej polosi x o %, anaslednym posunutim grafu funkcie y:cos(x—%j

0 jednotku v smere kladnej polosi y.

Obr.7.1.9

7.1.4 Goniometrické identity

~

-

Egj Pri uUprave vyrazov obsahujucich goniometrické funkcie, pri dokazoch platnosti
goniometrickych identit, atiez pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic pouZivame
nasledujice goniometrické vzorce:

Vztahy pre funkéné hodnoty stucétu, resp. rozdielu uhlov



sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny
COS(X +y) = COSXCOSYy— sinxsiny

sin(x— y) = sinxcosy— cosxsiny
cos(X—y) = cosxcosy + sinxsiny

tgx+tgy tgx—tgy
tgx+y)=—"—"""+= to(x—y)=—22 <27
g( y) 1-tgxtgy g( y) l+tgxtgy
cotg(x N y) _ cotg x.cotgy —1 cotg(x 3 y) _ cotg x.cotgy +1

cotg y + cotg X cotg y —cotg X

Vzorce pre funkcie dvojnasobného uhla

sin2x = 2sin xcos X tg2x = 219 )2(
1-tg°x
2
C0s2X = c0s’X — sin’x cotg2x = cotg'x 1
2cotg X
Vztahy pre hodnoty funkcii polovi¢ného argumentu
. X 1-cosx X 1+cosx
sin—| = 1/ Cos—| =
2 2 2 2
., X l-—cosx > X 1+cosx
sin“ —=——-— COS” — =
2 2 2 2
X 1-cosx X 1+cosx
tg—| = cotg —| =
2 1+ cos x 2 1-cosx
, X 1—cosx 2 X l+cosx
—_— cotg” — =
2 1+cosx 2 1-cosx

Vztahy pre sucty a rozdiely hodnét goniometrickych funkcii

sinx +siny = 2sin 2 Y cos X =¥
2 2
sinx —siny = 2cos =+ Y gin X =Y
2 2
cosx+cosy=2cos)(ijcosX;y
cosx—cosy:ZSinX;ysinX;y

1.2 Goniometrické rovnice

~

-

g Goniometrické rovnice su rovnice, ktoré maju neznamu v argumente goniometrickej

funkcie.

Zakladné typy goniometrickych rovnic a ich rieSenie:

a) Goniometrické rovnice tvarusin x =a, cos x=a, kdea € (- 1, 1), tg x=b, cotg x = b.
Vzhl'adom nato, Ze goniometrické funkcie su periodické funkcie, goniometrické
rovnice rieSené¢ pre vSetky pripustné hodnoty X € R, maju spravidla nekonecne vel'a
rieSeni. Pri rieSeni rovnic ktoré obsahuju funkcie sinus a kosinus ur¢ime najskor
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rieSenie rovnice na zakladnom intervale (0, 27). VsSetky rieSenia rovnice
dostaneme nasledne pripoc¢itanim celych nasobkov periody p = 27z Pri rovniciach
obsahujucich funkcie tangens a kotangens ur¢ime najskor rieSenie rovnice na intervale
(0, ) , ktoré zovseobecnime vyuzitim periodi¢nosti funkcii, t.j. pri¢itanim celych
nasobkov periody p = z. (Priklad 1.)

Pri rieSeni rovnice f(x) = a, kde f(x) je 'ubovol'na goniometricka funkcia postupujeme
takto:

Nech x'e [o%) je koren rovnice f(x) = la

, pricom f(x) je goniometricka funkcia

premennej X € R, potom korene rovnice f(x) = a v prislusnych kvadrantoch ur¢ime

takto:
1. kvadrant 2. kvadrant 3. kvadrant 4. kvadrant
0,Z z 7T T, §7r 3—7[ 27T
2 2 2 2
X=X X=mx-X X=m+X X=2r—-X
Tab.7.2.1

a) Goniometrické rovnice tvaru sin(A(x)) = a, cos(A(x)) = a, a € (-1, 1), tg(A(X)) = b,
cotg(A(x)) = b, kde A(x) je algebricky vyraz premennej X, rieSime substiticiou
A(X) = a. (Priklad 2.)

b) Goniometrické rovnice  obsahujuce  rézne mocniny goniometrickej funkcie
s rovnakym argumentom upravime na algebricku rovnicu. (Priklad 3.)

c) Goniometrické rovnice obsahujice viaceré goniometrické funkcie s rovnakym
argumentom, rieSime upravou vsetkych funkcii na jedind funkciu stym istym
argumentom. (Priklad 4.)

d) Anulovani goniometrick rovnicu, ktorej 'ava stranu je mozné rozlozit' na sucin,

rieSime tak, Ze jednotlivé Cinitele polozime rovné nule a rieSime. (Priklad 5.)

@ Priklad 1. RieSme rovnice: a)sinx= 0,5

b)tgx =-1.
C@ RieSenie.

a) sinx=0,5
Funkcia sinus nadobtida kladné hodnoty v 1. a Il. kvadrante.

/A .
Preto X1 = 5 je rieSenie rovnice v |. kvadrante,

T Sz . .. . .
Xo = n—g oy je riesenie rovnice v Il. kvadrante.

Zaver. Vietky rieSenia danej rovnice st: X, = %+ 2k, X, = 5?” + 2k, kdek € Z.



b) tgx=-1
Funkcia tangens nadobuda zaporné hodnoty v II. kvadrante, teda rieSenim rovnice je
T  3r
X=nrT——=—.
4 4

, ., . . . 3
Zaver. Riesenim rovnice su vSetky ¢isla x tvaru: X = T +kz, kde k e Z.

@ Priklad 2. RieSme rovnicu cos(Zx + %} =-1.

. v . , s T , , .
C@ RieSenie. Zvolime substiticiu o = (ZX + Ej Po dosadeni bude mat’ rovnica tvar

cosa =—1.
Odkial' dostivame « = 7, je rieSenie rovnice na intervale (0, 27). Po dosadeni
vieobecného rieSenia o= 7 + 2k dostidvame

7z+2kzz:(2x+£j,
6
E7z+2k7r=2x,
6
5
X=—rx+kr, keZ.
12

. " S oy 5
Zaver. RieSenim rovnice su vSetky Cisla x tvaru: X = Eﬂ' +kz, keZ.

@ Priklad 3. Rie§me goniometricka rovnicu 2 sin?x —sin x—1 = 0.

&

RieSenie. Substiticiou Sin X =y upravime danu rovnicu na tvar

2y? —y—-1=0,
1+v1+8
yl,ZZT’
ktorej rieSenimje y, =1 a y2=—§.

. S, . 7T . , . .
Pre sin x =1 je rieSenim rovnice X, = C Funkcia sinus nadobuda zéporné hodnoty v 1. a

’

IV. kvadrante. RieSime najskdr rovnicu Sin x :%. Odkial' dostadvame X' = %

Y . . . 1 T 7 7 11
RieSeniami rovnice sinx=-= sapotom X,=7z+—=—7 a Xz3=27r——="—x
2 6 6 6 6
. 9 . . . , v/ 7
Zaver. Vsetky rieSenia danej rovnice st: X1 = E +2kzr, x5 = E 7w+ 2K,

X3 :Eﬁ+2k7r, keZ.
6



Matematicky kufrik

@ Priklad 4. RieSme rovnicu tgx = 3cotgx.

xe R — {k %} , k € Z. Pretoze plati cotgx = ti rovnicu prepiSeme do tvaru
ox

RieSenie. UrCime defini¢ny obor rovnice. Rovnica  je rieSitelnd  pre kazdé

3
tgx = —,
J tg X
tg’x =3,
tg X = +4/3.

Pre tgx=~/3 je xl:%+k7z, keZ.
. V4 2
Pre thZ—\/§ je X2=7z—§+k7z=§7r+k7r,kez.

. N . ) , T 2
Zaver. Vsetky rieSenia rovnice su = X = E +kz, Xo = 5 m+kr,keZ.

@ Priklad 5. RieSme rovnicu cos2x + cosx + 1 =0.

C@ RieSenie. VyuZijeme vztah cos 2x = cos’ — sin’  a vSetky Cleny rovnice vyjadrime
pomocou jednej goniometrickej funkcie.

cos?x — sin?x + cosx + 1 = 0, nahradime sin®x =1 — cos®x &im dostaneme

cos’x — 1+ cos’ + cosx+1=0,

2c0s%x + cosx = 0,

cosx(2cosx+1)=0 < cosx=0v 2cosx+1=0

. 4
Pre cosx =0 je X, :E+k”'
. 1
Pre 2cosx+1=0je cosx=—§.
- P , - 1 . 1
Funkcia kosinus je zaporna v Il. a Ill. kvadrante. Riesime preto najskor rovnicu €0S X = >

) ; T
odkial’ dostavame x' =—.

. . T 2
Potom pre II. kvadrant dostdvame rieSenie: X, = 7 — 3 gﬂ' .

. o /s
Pre III. kvadrant dostdvame rieSenie: X, =7 + 373 TT.

) ) ) ) , 2 4
Zaver. Vsetky rieSenia danej rovnice su: x; = % +kz, X9 = ?ﬂ +2kz, X3 = ?ﬂ + 2k,

pre k e Z. v



7.3 Goniometrické nerovnice

~

-

E-gj Zakladné goniometrické nerovnice s nerovnice v tvare f (x) > ¢, resp. f (x) < c, kde f

je goniometricka funkcia premennej X € R ac je redlna konstanta.
Tieto nerovnice je ¢asto vyhodné riesit’ graficky. Ilustrujeme to nasledovnym prikladom.

@ Priklad. V mnozZine R rieSme ststavu nerovnic SinX > cosSX A tgx < V3.

@ RieSenie. Definicnym oborom sustavy rovnic st vSetky X € R —{(ZK —1)%, ke Z}.

Ststavu budeme riesit’ najskor

pre vsetky pripustné hodnoty x z intervalu (0O, 2n), a potom

rieSenie zovseobecnime S vyuzitim periodi¢nosti goniometrickych funkcii.
Vyuzijeme graficku interpretaciu sustavy nerovnic Obr.7.3.1 a Obr.7.3.2.

Obr.7.3.1

e 2 ] ] ]
5 1 i ] 4
I e 7T N -r
E Y E 3
,3 ........................ R e e RN
; a y R 4
-1 0 2 <IN 4 5 [
-1 E_ E i
------------------------------------------------------- y_{gx
: 27
_______________ ot IS S SO SN | S NN S SN RN SO T SO
]

Obr. 7.3.2
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Riesenim prvej nerovnice su vSetky X, pre ktoré plati

((sin X>C0S X) < X € (ZEﬂD
4 4

RieSenim druhej nerovnice su vSetky tie X, pre ktoré plati

(tgxsﬁ)@[xe<o,%>u(%, %7[ >U(§7[ 21 >J

Teda na intervale ( 0, 2z) st rieSenim sustavy nerovnic vsetky Xe (%,%> u(%, gﬂ'j

Zaver. Vsetky rieSenia danej sistavy nerovnic su

XeU £+2kﬂ',£+2k7[ U Z+2k7r, E7[+2k71) .
4 3 2 4

kez



8 Postupnosti

~

-

%7 Postupnostou realnych Ccisel rozumieme zobrazenie f  mnoziny N vSetkych
prirodzenych cisel do mnoziny R.

f:N>R

Zapisujeme ju v tvare: {a, |” .
Vyraz f (n) = a, nazyvame v§eobecnym n — tym ¢lenom postupnosti.
Postupnost’ moéze byt’ dana vymenovanim prvkov: a, = {2, 4, 8, 16,...} .
V pripade, ze postupnost’ {an }::1 je dand svojim n-tym ¢lenom, hovorime Ze je dana
: , n |~ , e
analyticky, napriklad: < ——¢ , respektive {2 }n:l.
an+1) .
Postupnost’ mdze byt tiez dana rekurentne.
Napriklad: an+1=an+ 3, a1 =5. Potom ¢leny tejto postupnosti su: {5, 8, 11, 14,...}.
Grafom postupnosti je mnozina izolovanych bodov [n, a,], kde n  N.

8.1 Vlastnosti postupnosti

~

-

g Postupnost’ {an }:O:l nazyvame rastucou, ak kazdy jej nasledujuci ¢len je vac¢si ako ¢len
predchadzajuci, t.j. plati: an+1 > a, pre kazdé n € N. (Obr. 8.1)

a,=n/(3n+5)

0,35 ‘
0,3
' ¢ WM
soet?

0,25
0,2 L J

0,15

0,1

Obr. 8.1

Postupnost’ {an };o:l nazyvame Klesajucou, ak kazdy jej nasledujici €len je mensi ako clen
predchadzajtci, t.j. plati: an+ <a, prekazdén € N. (Obr. 8.2)
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a,=1/n

1,2

1 —&
0,8
0,6

*
0,4
*

0,2 <& * .

. 000000000

4] 5 10 15 20
Obr. 8.2

Postupnost’ {an }C::l nazyvame nerasticou, ak pre kazdé n e N plati: am+; < ay.
Postupnost’ {an }:0:1 nazyvame neklesajicou, ak pre kazdé n € N plati: ap1 > a,.
Postupnost’ {an }:O:l nazyvame konstantnou, ak pre kazdé n € N plati: an«; = an.

o0

Postupnost’ {an} nazyvame ohranicenou, ak 3 k € R tak, ze pre kazdé n € N plati:

n=1
a|<k.
Graf ohranicenejpostupnosti
a,=sin(n)
1,5
1 4 &
¢ ®
0,5 . I ‘ 0
0 *
;5 & 10 1 ® 20
05 ¥ ¢
* <
1 T * ?
15
Obr. 8.3

8.1.1 Limita postupnosti

~

Egj Hovorime, ze ¢islo A € R je limitou postupnosti {an }:;1 (alebo tiez, ze
postupnost’ {an }:;1 konverguje k ¢islu A), ak pre kazdé & > 0 existuje ng € N tak, ze pre
kazdén e N, n>no, je la,- Al<e& Zapisujeme: lima, = A

n—o

Inak povedané: Od urcitého ng po¢nuc, pre n > ny lezia vSetky body grafu postupnosti,
V pase ohrani¢enom dvoma rovnobezkami y= A-¢ a y= A+ g priCom ¢ je l'ubovolne
zvolené (malé) kladné ¢islo. (Obr. 8.4)



Fhdna: S
. _
1 . . | -
— A-¢
0 s Mo
’ —
i 1 200 30 a
L 3 -
1

Obr. 8.4

Ak postupnost’ konverguje k ¢islu A hovorime, Ze dand postupnost’ je konvergentna, alebo, Ze

ma vlastna limitu A.
\\/,/

] . . [n*+n-5]" :
Q Priklad. Na obrazku 8.5 je graf postupnosti {—} , ktord je konvergentna. So

n*+5n+4]
vzrastajucou hodnotou indexu n sa ¢leny postupnosti priblizuja k hodnote 1. Cislo 1 je
4
. . . , o NT+n-=5
limitou tejto postupnosti. Plati: lim ————— =1.
n>on® 4+5n+4
a n*+n-5
Konvergentna postupnost n==—,x -
n*+5n+4
1,2
1 KI24000000000000 00000 0as
0,8 *
0,6
04 —*
0,2
0
0,2 10 15 20 25 30
*
-0,4
Obr. 8.5
Postupnost’, ktora nema limitu, alebo jej limitou je oo alebo — oo sa nazyva divergentna
postupnost’.
\\/,’
Q ] . : : : . | 2n?
Priklad. Na obrazku 8.6 je graf divergentej postupnosti =
n=1

2
Plati; lim ZL = o0,

nowo B
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a,=(2n?/5)
800
700 + *
500 + *
+
500 o
400 .
300 . +*
200 P J
’0
100 . .
0 YWY X J +® ¢
0 5 10 15 20 25 30
Obr. 8.6

8.1.2 Niektoré vety o limitach postupnosti

a

Ezj Kazda postupnost’ ma najviac jednu limitu.
Kazda zhora (zdola) ohrani¢ena neklesajuca (nerastiica) postupnost’ ma limitu.
0

Nech su dané konvergentné postupnosti {an }Oo a {on}

n=1"' n=1"
Potom plati:
lim (a, by )= lim a, £ lim by,
nN—oo nN—oo nN—oo
lim (a,by)= lim a,. lim b,
Nn—o0 n—o0 n—o0
a lim ap
lim| 2 {="2%__ pre lim b, #0.
N—o0

Ak je postupnost’ {an }:;1 konvergentna, potom je ohrani¢ena.

ﬂ Poznamka. Obatené tvrdenie: Ak je postupnost {a, }::1 ohranicend, potom je
konvergentna, Vo vieobecnosti neplati.

\\/,’

Priklad. Na obrazku 8.7 je graf ohranienej postupnosti {(—1)n ktora nema limitu.

n=1
Nekonecne vela Clenov postupnosti nadobuda hodnotu + 1, atieZ nekone¢ne vela ¢lenov
postupnosti nadobuda hodnotu — 1.

an=('1)n

1,5

0,5

-0,5

1,5

Obr. 8.7



8.2 Aritmeticka postupnost’

a

-

g Postupnost’ {an }::1 nazyvame aritmetickou vtedy a len vtedy, ak existuje také d € R,

Zve pre vsetkyn € N plati: ap+1=a,+d.
Cislo d, nazyvame diferenciou postupnosti.

Pre n - ty ¢len postupnosti plati: a,=a; +(n-1)d.
Pre l'ubovol'né ¢leny postupnosti ar, as, plati: ar=as+(r-s)d.

Pre sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti plati:

n(a, +a
s, =a,+a,+..+a, :M.
2
v 17 . rowr 7 (an_1+an+1) 9, . : A%
Pre kazdé prirodzené ¢islo n = 1 plati: a, =, Tento vztah vyjadruje, ze

v aritmetickej postupnosti hodnota kazdého ¢lena postupnosti, okrem prvého, je aritmetickym
priemerom susednych ¢lenov.

Grafom aritmetickej postupnosti je mnoZina izolovanych bodov, ktoré leZia na priamke,
pretoze vzorec pre n —ty ¢len moézeme zapisat' v tvare:

ahn=d.n+(a;-d).
Preto je tiez aritmeticka postupnost’
rastica pred >0,
klesajuca pred <0,
konstantna pre d =0.

Na obrazku 8.8 je graf rasticej aritmetickej postupnosti danej rekurentnym predpisom
=3, a+1=a+d, d=2.

Aritmeticka postupnost a,,=(n-1).d, a;, =3,d = 2.

30

25

20

15

L 4

10

Obr. 8.8
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8.3 Geometrickd postupnost’
g Postupnost’ {an }::1 nazyvame geometrickou, ak existuje také q € R, ze pre
vSetky n € N plati: an+1 = an . Q.
Cislo q= Gni gy nazyva kvocient geometrickej postupnosti.
a

n
V geometrickej postupnosti {a, |, plati:
Pre kazdé n € N: a,+1=a, . q (rekurentnd definicia geometrickej postupnosti).

Pre n - ty &len postupnosti plati:  a,=a;.q" %

Pre l'ubovolné ¢leny postupnosti a,, as plati. a,=as.q "

Pre sucet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti plati:
n

pre gq=1,

S, =ha; pre g=1.
Pre kazdé prirodzené Cislo n = 1 plati: |an|=1/an71.an+l. Tento vztah vyjadruje, Ze
v geometrickej  postupnosti hodnota kazdého ¢lena postupnosti, okrem prvého, je
geometrickym priemerom susednych c¢lenov, preto sa tiez tato postupnost’ nazyva
geometricka.
Grafom geometrickej postupnosti, pre kvocient ktorej plati: ¢ > 0 aq # 1, je mnozina
izolovanych bodov, ktoré lezia na exponencialnej krivke, nakol'ko vzorec pre n — ty ¢len
geometrickej postupnosti mézeme zapisat’ v tvare:
an=ay.q" ',

Z toho vyplyva, Ze geometricka postupnost’ je

rastica pre g>1,

klesajuca pre 0<q<1.

Graf geometrickej postupnosti
a,=a;.(2/3)", a,;=3
3,5

2,5

1,5

0,5
0 L &

&
¢
*
'S
'
L 2

Obr. 8.9



8.4 Nekonecny rad
g Ak je {an }:’:1 nekonecna postupnost’ realnych ¢isel, tak potom formalny vyraz
o0
artaytas+.. = ) a
n=1

sanazyva nekonecny rad a c¢islaa;, a,, as,... nazyvame ¢lenmi radu.
Ak a; + a;+ az +... je nekoneény rad, tak definujeme postupnost’ {Sk }:;1,
kde: s;=a;

Ss=a;t+a

Sk=a + a+ az +..+ag

Tuto postupnost’ nazyvame postupnost’ou ¢iastoénych suctov radu a; +a,+az+... .
] 0 H 4 v -
Ak postupnost’ {sy }k:1 konverguje, potom hovorime, ze rad a; + a, + az +... konverguje a
dislo s= |I<im S, nazyvame suctom radu @; + a;+az+... .
—0

o0
Oznalujeme: S= Y a,.

n=1
Ak postupnost’ {Sk }le nekonverguje, hovorime, ze rad a; + a, + az +... diverguje.
Nekoneénym geometrickym radom je rad

a+ag+aq’+..+aq"+..=>aq", a =0
=1

0

V pripade geometrického radu s kvocientom g # 1 pre k — ty ¢len postupnosti {Sk }k=1 jeho
Ciasto€nych suctov plati:

k
-1
s, =a,
q-1
. a
Této postupnost’ pre | q| < 1 konverguje k &islu s = . L,
-q

Pre |q|> 1 postupnost iastoénych suctov diverguje.

@ Priklad. Medzi cisla 5 a 640 vlozte tol'ko Cisel, aby vznikla geometrickd postupnost’ so
suctom vloZenych cisel 630.Vypiste ich.

C@ RieSenie. Plati a; =5, a, = 640, pricom a; + ag + ...+ a,_1= 630. Odkial’ mame

a,=aq"" =q"" =%O =128.

Vidime, ze rovnica vyhovuje pre q =2 an—1=7 = n = 8. Overme, ¢i najdené hodnoty
vyhovuja druhej podmienke, t.].
aq+aq’+..+aq9" > =630=q+9°+q° +..+q"* =126.
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Ked'Ze predpokladame g = 2, n = 8, malo by platit’
2+4+8+16 + 32 + 64 = 126.

Zaver. Obe najdené hodnoty vyhovuju; takze postupnost’ pozostava z ¢lenov 5, 10, 20, 40,
80, 160, 320, 640.

v
@ Priklad. Urcte Styri cisla, ktoré su Styrmi za sebou idicimi Clenmi geometrickej

postupnosti aich dekadické logaritmy s Styrmi za sebou idicimi ¢lenmi aritmetickej
postupnosti s diferenciou d = 1 a siétom 22.

& RieSenie. Ozna¢me geometrickl postupnost’ {an }:O:l a geometricku postupnost’ {bn }:Ozl
Potom plati:

a; =X a stcasne b; = log x

az = X(q b, =loga, =logx+logq
a3 = xq° b, =loga, =log x+2logq
as=xq° b, =loga, =logx+3logq.

Pre aritmeticka postupnost’ plati:

d=logq
a zaroven b, +b, +b, +b, =22.
Tedalogg=1<q=10 astcasne

4logx+6logq =22

4logx+6=22
logx =4
x =10*

Zaver. Hradanymi &islami sa: 10%, 10°, 10°, 10"
v

@ Priklad. Po kmeni stromu lezie priamo hore htsenica. Za prva mintatu prejde 50 cm za
druhtt minutu 25 cm, za d’alsiu 12,5 cm, ... atd’. Za kazdu d’alSiu minutu teda prejde polovicu
Vv predchadzajiceho useku. Vzdialenost' k prvému chrumkavému listu je 2 metre. Kedy
k nemu husenica dorazi? Dorazi k nemu vobec niekedy?

(@ RieSenie. Uvedieme algebrické rieSenie tlohy a tiez numericky model rieSenia vytvoreny
v programe MS Excel.

Useky drahy prejdené hiisenicou za &asové jednotky st ¢leny nekoneéného geometrického
radu s kvocientom q = 0,5. Dizka drahy prejdenej husenicou sa rovna stétu nekoneéného
radu, pre ktory plati:

a;=50cm

g =0,5 = geometricky rad konverguje



S = a =i=@=100cm
l-q , 1 1
2 2

Zaver. Sucet uvedeného nekonecného radu je jeden meter. Teda drahu 2 metre htsenica
neprejde nikdy.

Uvadzame tabulku c¢lenov nekonecného radu pomocou ktorého matematicky modelujeme
rieSeni Ulohu atiez niekolko c¢lenov postupnosti Ciastoénych suctov. Demonstrujeme
numerickym modelom fakt, Ze tito postupnost’ konverguje ajej limitou — teda suctom
nekone¢ného geometrického radu je hodnota 100.

. Cleny postupnosti iastoénych suétov
draha v [cm] prejdenad za -
¢asovu jednotku; tj. ¢leny {sk }kzl kde sq= ai+a+as +.+ &
¢as (min) |8y geometrického radu
1 50,000 5 = a
2 25,000 7% = atap
3 12,500 875 = atatas
4 6,2500 93,75 = aytaptaztay
5 3,1250 96,875
6 1,5625 98,4375
7 0,7813 99,21875
8 0,3906 99,60938
9 0,1953 99,80469
10 0,0977 99,90234
11 0,0488 99,95117
12 0,0244 99,97559
13 0,0122 99,98779
14 0,0061 99,99390
15 0,0031 99,99695
16 0,0015 99,99849
17 0,0008 99,99924
18 0,0004 99,99962
19 0,0002 99,99981
20 0,0001 99,99998
21 0,0000 99,99999
Dika drihy 100,000 cm=1m
Obr. 8.10



