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9 Planimetria
9.1 Uhol
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5 Pojem uhol patri k najzdkladnejSim pojmom geometrie. Uhol mdzeme definovat
niekol’kymi réznymi sposobmi, z ktorych ma kazdy svoje opodstatnenie. Jedna zo zakladnych
definicii hovori:

Uhol je ¢ast’ roviny obmedzena dvoma polpriamkami so spoloénym zaciatoénym bodom.

Pri takejto definicii uhla si vS§ak musime uvedomit’, ze polpriamky VA, VB urcuju dva rézne
uhly: a) konvexny uhol AVB , ktory ozna¢ujeme <C AVB,
b) nekonvexny uhol AVB, ktory oznadujeme (X AVB.

Poznamka. Viacsinou budeme pod uhlom rozumiet’ konvexny uhol.

Bod V sa nazyva vrchol uhla AVB a polpriamky VA, VB sa nazyvaji ramena uhla AVB. Pre
zjednodusenie uhly ¢asto ozna¢ujeme malymi gréckymi pismenami.

B

Obr. 9.1

Inym spésobom moéZeme uhol definovat’ pomocou bodov danej vlastnosti. Definicia uhla
potom moZe byt napriklad takato:

Rovinnym uhlom nazyvame mnoZinu vSetkych bodov vsetkych polpriamok VX so
spoloénym zaciatkom V, kde bod X patri danému obliku AB kruZnice k so stredom
v bode V.

Okrem uz spomenutych konvexnych a nekonvexnych uhlov sa v praxi Casto stretdvame

S tymito d’al$imi druhmi uhlov:

a) nulovy uhol — jeho ramena leZia na tej istej polpriamke (vSetky ich body su spolocné),

b) plny uhol - jeho ramena lezia na tej istej polpriamke a je doplnkom nulového uhla
V rovine,

c) priamy uhol — jeho ramena su navzajom opacné polpriamky tej istej priamky,

d) pravy uhol — je polovica priameho uhla,



e) ostry uhol — je mensi ako pravy uhol,

f) tupy uhol — je vacsi ako pravy a mensi ako priamy uhol.
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Obr. 9.3

Dvojice uhlov
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@7 Dve rozne priamky pretaté tretou priamkou (prieckou) tvoria dvojice uhlov. Niektoré
dolezité druhy dvojic uhlov rozliSujeme podl'a vzdjomnej polohy ich ramien. Pre vyjadrenie
poldh tychto ramien pouzijeme pojmy suvisiace s dvojicami polpriamok na tej istej priamke:
a) polpriamky sihlasne rovnobezné — aspoi jedna je ¢ast'ou druhej (obr. 9.4 vlavo),

b) polpriamky nesihlasne rovnobezné — ziadna z nich nie je ¢astou druhej polpriamky
(obr. 9.4 vpravo).
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Obr. 9.4

Zname su tieto druhy dvojic uhlov:
» susedné uhly — maju jedno rameno spolo¢né, druhé dve ramena st opaéné polpriamky tej
istej priamky; sucet susednych uhlov je priamy uhol,
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Obr. 9.5

» vrcholové uhly — obidve ramena jedného uhla st opaénymi polpriamkami k ramenam

druhého uhla,

Obr. 9.6
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» prilahlé uhly — prvé ramena lezia na jednej priamke a st nesuhlasne rovnobezné, druhé
ramena lezia na polpriamkach tej istej polroviny s hranicou uréenou spolo¢nou priamkou
prvych ramien (obr. 9.7). Ak druhé ramena lezia na rovnobeznych priamkach, potom je
stcet pril'ahlych uhlov rovny priamemu uhlu (obr. 9.8),
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Obr. 9.7 Obr. 9.8

» sthlasné uhly — prvé ramend lezia na jednej priamke a su sthlasne rovnobezné, druhé
ramena leZia na polpriamkach tej istej polroviny s hranicou uréenou spolo¢nou priamkou
prvych ramien (obr. 9.9). Ak druhé ramend lezia na rovnobeznych priamkach, potom st

stihlasné uhly su zhodné (obr. 9.10),

o

Obr. 9.9 Obr. 9.10

» striedavé uhly — prvé ramena lezia na jednej priamke a su nestihlasne rovnobezné, druhé
ramend leZzia na polpriamkach v opaénych polrovinach s hranicou uréenou spolo¢nou
priamkou prvych ramien (obr. 9.11). Ak druhé ramené lezia na rovnobeznych priamkach,
potom st striedavé uhly zhodné (obr. 9.12).
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Obr. 9.11 Obr. 9.12

9.2 Trojuholnik

~
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g Trojuholnik patri medzi zakladné geometrické Utvary. Trojuholnik m6Zeme definovat
ako prienik troch polrovin. Ak napriklad mame v rovine tri rozne body A, B, C, ktoré
nelezia na jednej priamke, tak trojuholnikom s vrcholmi A, B, C nazyvame prienik polrovin



ABC, ACB a BCA. Use¢ky AB, BC a CA s stranami tohto trojuholnika. Takyto trojuholnik
zvykneme oznacovat’ A ABC.

Vnitorné uhly trojuholnika pri vrcholoch A, B, C sa nazyvaji konvexné uhly <C BAC = q,
<CABC =p, <CBCA =1.
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Obr. 9.13

Susedné uhly k vnatornym uhlom trojuholnika sa nazyvaji vonkajsie uhly trojuholnika.

Obr. 9.14
Typy trojuholnikov
» Podla velkosti najvacésieho vntitorného uhla delime trojuholniky na ostrouhlé, pravouhlé
a tupouhlé.
C
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Obr. 1.15

> Podla vzajomnych pomerov diZok stran rozoznavame
a rovnostranné trojuholniky.

azb#c#a a=b#c a=bh=c
C
b a
a p
A c B

Obr. 9.16
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Poznamka: S pojmom vSeobecny trojuholnik sa stretavame v pripadoch, ked pri trojuholniku
nepredpokladdme Ziadne Specifické vlastnosti.

Vzt’ahy medzi uhlami a stranami trojuholnika

V kazdom trojuholniku plati:

» Stucet velkosti vnutornych uhlov sa rovna priamemu uhlu.

Dokaz tohto tvrdenia vyplyva z vlastnosti striedavych uhlov na rovnobezkach.

Obr. 9.17

» Oproti dlh$ej strane lezi vac¢si uhol, oproti kratSej stane leZi mensi uhol a naopak.

» Velkost’ vonkajSieho uhla pri jednom vrchole sa rovna sictu velkosti vnutornych
uhlov pri zvy$nych dvoch vrcholoch.

> Pre dizky stran trojuholnika plati trojuholnikova nerovnost’:

\b—c|<a<b+c, |a—c|<b<a+c, a—b|<c<a+b.

» a+b+c e, , . , . ‘i
» Ak ozna¢ime s =—— —, potom vel'kosti vnutornych uhlov trojuholnika mozno urcit

2
zo vzt'ahov: sinzzwfw sinéz /w sin? = ,(s—a)(s—b)
' 2 be ! 2 ca ) > ab )
cosZ = ’S(S—a) cosﬁz fM cos L = /S(S_C)
2 be ' 2 ac 2 ab

a b c

> Sinusova veta:

sina _sinﬂ_sin;/

a sina b sin c sin
alebo —=——, == ,ﬂ, —:J.
b sinf ¢ siny a sina
> Kosinusova veta: a’=b?+c*—2bc - cosa,
alebo b?=a?+c?—2ac-cosp,

alebo c?=a’ +b%*—2ab - cosy.



DalSie prvky trojuholnika

Stredna priecka trojuholnika je usecka spajajuca stredy dvoch stran trojuholnika. Kazda
strednd priecka trojuholnika je rovnobezna so stranou trojuholnika , ktorej stred na nej nelezi.
Dlzka strednej priecky sa rovna polovici dlzky tej strany trojuholnika, s ktorou je rovnobezna.

C
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Obr. 9.18

TaZnica trojuholnika je usetka, ktora spéja stred strany s protilahlym vrcholom. Vetky tri
taznice prechadzaju jednym bodom, ktory nazyvame taZisko. Tazisko deli kazdu z taznic
v pomere 2 : 1, pricom dlhsia Cast’ lezi medzi vrcholom a taziskom, a kratSia ¢ast’ medzi
taziskom a stredom strany.

C

A C B
Obr. 9.19

Dlzky taznic mdéZeme ur¢it’ pomocou vzt'ahov:

. 216 + % )-d? ; _1/2ia2+czi—b2 ; \/2‘a2+b2 i—cz

“ 2 b 2 ¢ 2

VySka trojuholnika je priamka prechddzajuca vrcholom trojuholnika aje kolma na
protilahlu stranu. V T'ubovolnom trojuholniku prechadzaju vsetky tri vysky jednym bodom,
ktory nazyvame ortocentrum.
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A C(; B

Obr. 9.20

Vysky trojuholnika vypocitame zo vzt'ahov:

Va=C-sSinf=Db-siny, Vp=C-Sina=a-siny, ve=a-sinf=b-sina.
Os strany trojuholnika je osou Usecky, €ize je to priamka, ktord prechadza stredom usecky
aje na nu kolma. Osi stran sa pretinaja v jednom bode, ktory je stredom KruZnice

trojuholniku opisanej. Tento bod je rovnako vzdialeny od vSetkych vrcholov trojuholnika.
Polomer opisanej kruznice spravidla oznacujeme pismenom r.

Polomer opisanej kruznice sa vypocita zo vztahu:

a b c

= = == .
2sinae  2sinf  2siny

Obr.9.21

Os vnutorného uhla trojuholnika je priamka, ktord deli uhol na dva zhodné uhly. Osi
vnutornych uhlov sa pretinaji v jednom bode, ktory je stredom kruZnice vpisanej
trojuholniku, t. j. kruZznica sa dotyka vSetkych stran trojuholnika. Polomer vpisanej kruznice
spravidla oznacujeme pismenom p.

Polomer vpisanej kruZnice sa vypocita zo vzt'ahu:
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5

p:4r-sing-s1n—-sm
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A/ I."Iuy . B
Obr. 9.22
Nech v trojuholniku ABC je T tazisko, V ortocentrum, S stred opisanej a S’ stred vpisanej
kruznice. Potom plati:
» T aS’si vnutorné body kazdého trojuholnika,

» V asSsu vnitorné body ostrouhlého trojuholnika, patria niektorej hrani¢nej strane
pravouhlého trojuholnika a st vonkajSimi bodmi tupouhlého trojuholnika,

» S=V=T, ak trojuholnik ABC je rovnostranny,
» ak trojuholnik nie je rovnostranny, potom S,V a T leZia na jednej priamke (Eulerova
priamka), pricom t'aZisko T deli use¢ku SV v pomere 1:2,

Obr. 9.23

> pomer diZok stran trojuholnika sa rovna pomeru prevratenych hodnét jeho vySok

a:b:c=i:i:i :
v, Vv, V

a c

Vztahy pre obvod a obsah trojuholnika
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Obvod trojuholnikaje O=a+b+c.

Obsah trojuholnika je S = av, _bw, _cv, ’
2 2 2

S = ab-siny _ bc-sina _ ca-sinf
2 2 2

S=2r% sina - sing - siny,

S=Js(s—a)(s—b)(s—c), kde s = % (Heronov vzorec) .

Specidlne vlastnosti pravouhlého trojuholnika

~

-

557 Pravouhly trojuholnik je taky trojuholnik, ktorého jeden vnutorny uhol je pravy. Strany
a, b, ktoré zvieraji pravy uhol, nazyvame odvesny a stranu ¢ (protilahla k pravému uhlu)
prepona.

» Stcet uhlov prilPahlych k prepone sa rovna pravému uhlu: a+ =90
» Pravouhly trojuholnik je zakladom pre definicie goniometrickych funkcii.
» VySKky na odvesny sa zhoduju s druhymi odvesnami: Va =D, Vp=a.
» Obsah pravouhlého trojuholnika je = % .

Euklidove vety:

Pita P vysky v rozdeluje stranu c na dve usecky AP a BP.. Usecku AP = ¢y nazyvame tiez
usek pril'ahly k odvesne b a BP; = ¢, isek pril’ahly k odvesne a.

Euklidova veta o odvesne

Obsah Stvorca zostrojeného nad odvesnou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu
obdlZnika, ktorého jednou stranou je prepona a druhou stranou je isek na prepone
pril’ahly k tejto odvesne.

a’=c-c,, b’=c-cy

A Cb P - Ca B
Obr. 9.24
Dokaz tohto tvrdenia vyplyva ztoho, Ze vySka V¢ rozdeli trojuholnik na dva pravouhlé
trojuholniky (pozri obr. 1.24 a obr. 1.25), v ktorych sa hodnoty goniometrickych funkcii budu
rovnat’.



A &% P. P, ¢, B
Obr. 9.25
Euklidova veta o vyske
Obsah Stvorca zostrojeného nad vySkou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu
obdlZnika, ktorého strany su useky na prepone.
Ve? = Ca* G

Toto tvrdenie vyplyva podobne ako predoslé z rovnosti hodnot goniometrickych funkcii.

Pytagorova veta

Obsah Stvorca zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika sa rovna suétu
obsahov Stvorcov zostrojenych nad oboma odvesnami.

c?=a’+b?
a
b v, a
b
< S 1N ¢ B s
C
Obr. 9.26

Dokaz tohto tvrdenia priamo vyplyva z Euklidovych viet.
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~ Vety o zhodnosti trojuholnikov

Dva trojuholniky st zhodné, ak sa zhoduji vo vSetkych odpovedajicich si stranach a vo
vSetkych odpovedajucich si uhloch. Zhodnost’ trojuholnikov zapisujeme: A ABC = A A'B'C'.

Veta sss: Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduju vo vSetkych troch stranach.

Veta sus: Dva trojuholniky st zhodné, ak sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi
zovretom.

Veta usu: Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduju v jednej strane a v dvoch uhloch
k nej prilahlych.

Veta Ssu: Dva trojuholniky si zhodné, ak sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle oproti
vicsej z nich.
Vety 0 podobnosti trojuholnikov

Pojem zhodnosti trojuholnikov v sebe zahrituje rovnaky tvar a rovnaku velkost” trojuholnikov.
Ak vypustime poziadavku rovnakej velkosti a ponechame len rovnaky tvar, potom hovorime
0 podobnych trojuholnikoch.

Podobnost’ trojuholnikov oznacujeme: A ABC ~ A A'B'C".

Veta sss: Dva trojuholniky sii podobné, ak sa zhodujui v pomeroch diZok vietkych troch
odpovedajucich si stran.

Veta sus: Dva trojuholniky si podobné, ak sa zhoduji v pomeroch diZok dvoch
odpovedajucich si stran a v uhle nimi zovretom.

Veta Ssu: Dva trojuholniky si podobné, ak sa zhoduji v pomeroch diZok dvoch
odpovedajucich si stran a v uhle oproti vicsej z nich.

Veta uu: Dva trojuholniky st podobné, ak sa zhoduji v dvoch uhloch.

Vety o urcenosti trojuholnika

Trojuholnik moZno zostrojit’, ak pozndme aspon tri vhodne zvolené prvky trojuholnika.
Trojuholnik je jednoznac¢ne urceny:

a) dizkami jeho troch stran, pre ktoré plati: | a-b | <C <a+ b (vetasss);

b) dizkami jeho dvoch stran a velkost’ou uhla nimi zovretého (veta sus);

¢) diZkou jednej strany a velkostou dvoch uhlov k nej prilahlych, ktorych sidet
vel’kosti je menSi nez uhol priamy(veta usu);

d) dizkami dvoch réznych stran a vel’kost'ou uhla oproti vii&Sej z nich (veta Ssu).
9.3 KruZnica a kruZnicovy obluk

/EET Nech Sje stred ar polomer kruZnice, potom kruZznicu oznacujeme k = (S, r). Pre
vsetky body X kruznice plati |sX| = r. Kruh je mnozina vsetkych bodov X v rovine, pre
ktoru plati | SX| <r. Hranicou kruhu je Kruznica s tym istym stredom a polomerom.
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Obr. 9.27

AK je S stredom tsecky AB, kde A, B lezia na kruznici k, potom |AB| = 2r = d, nazyvame
priemer kruzZnice. Ak Snie je stredom useCky AB, kde A, B lezia na kruznici k, potom
usecku AB nazyvame tetiva kruznice. Os tetivy prechadza stredom kruznice.

Obr. 9.28
Priamka mo6zZe mat’ s kruznicou tri vzajomné polohy. Na obrazku 9.29 je priamka p se¢nicou
kruznice, priamka t jej doty¢nicou a priamka g je nese¢nicou kruzZnice.
Doty¢nica ku kruznici je kolma na polomer v dotykovom bode.
Existujt prave dve dotycnice prechadzajice vonkaj$im bodom kruZnice.

Existuju prave dve dotycnice ku kruznici navzdjom rovnobezZné.

Obr. 9.29

DiZka kruZnice (obvod kruhu) O=2zr=rxd

Dizka kruznicového oblika | = 17; go ‘a
Obsah kruhu S=xnr?
72'1"2

Obsah kruhového vyseku S= a’

360"
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Obsah kruhového odseku S=r? (—ﬂ -’ - lsin aj
360 2
Obsah medzikruzZia (r, > r;) S = 7;-:::s::s(r12 _ r22)

gPoznémka. Symbolom «° je oznaena velkost’ uhla v stupfiovej miere a symbolom o je
oznacena velkost’ uhla v oblukovej miere.

(4 (<

kruhovy vysek kruhovy odsek medzikruzie
Obr. 9.30

Vzajomna poloha dvoch kruznic

Nech ky; = (S1, r1) aks = (Sz, r2) st dve kruznice, pricom r; > r,. Potom kruznice ki a k, maju
prave jednu z troch nasledujtcich vzajomnych poloh:

a) AKri+r< | S5, | , tak kruznice leZia mimo seba (obr. 9.30 vlavo),
akri—ry,> ‘ S1S, | , tak jedna kruZznica lezi vo vnutri druhej (obr. 9.30 vpravo), k; a k, nemaju
spolo¢ny bod.

Obr. 9.31

b) Akri+r,= ]SS, alebo ry—r, = |S;S; |, tak maju kruznice spoloény prave jeden bod.
V prvom pripade hovorime o vonkajSom dotyku, v druhom o vnatornom dotyku.

% @

Obr. 9.32
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c) Akri—r< | S1S; ‘ <1 + Iy, tak maju kruznice spolo¢né prave dva rdzne body.

Obr. 9.33

Priamku S;S; nazyvame os kruZnic.

Uhly v kruZnici

~

-

g Zvol'me na kruznici k = (S, r) dva rézne body A a B. Uhly <C ASB a (3 BSA nazyvame
stredové (pozri obr. 9.34). Body A, B kruZnicu rozdeluji na dva obluky — va¢si a mensi
(v Specialnom pripade rovnako velké). Zvol'me na kruznici 'ubovolny bod C # A, B.
Uhol <C ACB nazyvame obvodovy.

Ak lezi bod C na viéSom obliku, potom sa velkost’ uhla ACB rovna polovici velkosti
menSieho z uhlov ASB alebo BSA.

Ak lezi bod C na menSom obliku, potom sa vel’kost’ uhla ACB rovna polovici vel’kosti
vidsieho z uhlov ASB alebo BSA.

C
Obr. 9.34

VSetky obvodové uhly prisluchajice k tomu istému obliku st zhodné.
Obvodovy uhol prisluchajuci k vac¢Siemu obluku je tupy.
Obvodovy uhol prislichajici k mensSiemu obliku je ostry.

Usekovy uhol (prislachajici k obliku AB) je konvexny uhol, ktorého jedno rameno je na
priamke AB a druh¢ lezi na dotycnici v bode A, resp. v bode B, pricom oblik AB lezi v tomto
uhle (pozri <C ¢ obr. 9.35).

Usekovy uhol prishichajiici k danému obliku je zhodny s obvodovymi uhlami
prislichajicimi k tomu istému obliku.
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Obr. 9.35

K danému obluku AB prislicha jediny stredovy uhol, nekonecne vela obvodovych uhlov
a dvojica usekovych uhlov.

Ak body A, B st krajnymi bodmi priemeru kruznice, potom plati:
Vsetky obvodové uhly zostrojené v kruznici nad priemerom si pravé.
Z predoslého tvrdenia vyplyva Talesova veta:

MnozZina vrcholov pravych uhlov vSetkych pravouhlych trojuholnikov ABC s preponou
AB je kruznica k s priemerom AB okrem bodov A, B.

Kazdu kruznicu k (pozri obr. 9.36) s touto vlastnost’ou nazyvame Talesova kruZnica.

Obr. 9.36

gPoznémka. Talesovu kruznicu pouzivame pri konstrukceii doty¢nic z vonkajSieho bodu.

Obr. 9.37
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9.4 MnoZiny bodov danej vlastnosti v rovine

~

-

Mnozina bodov danej vlastnosti V je mnozina M vsetkych bodov roviny p, ktoré
spinaju tieto dve poziadavky:
a) kazdy bod mnoziny M ma pozadovanu vlastnost’ V,
b) kazdy bod roviny p, ktory ma vlastnost’ V, patri mnozine M , resp. kazdy bod roviny p,
Ktory nepatri mnozine M, nema vlastnost’ V.

Vlastnost’ V sa nazyva charakteristicka vlastnost’ bodov tejto mnoziny.

Uvedieme priklady niektorych jednoduchych mnozin bodov danej vlastnosti, ktoré sa casto

objavuju pri rieSeni planimetrickych konstrukénych tloh:

» mnozina vSetkych bodov v rovine p, ktoré maji od daného bodu S vzdialenost r, je
kruznicak = (S, 1), t.j. M ={Xep; |SX| =1},

» mnozina vSetkych bodov v rovine p, ktorych vzdialenost’ od bodu S je mensia alebo rovna
rjekruh K= (S, 1), tj.M = {Xep; |SX| <r},

» mnozina vSetkych bodov v rovine p, ktoré maju od bodov A, B tu istu vzdialenost, je
priamka o; tito priamku nazyvame os use¢ky AB, t. j. M = {Xep; |AX| = ‘BX ‘ }, os
0 prechadza stredom tsecky AB a je na useCku AB kolma,

Obr. 9.38

» mnozina vSetkych bodov uhla AVB, ktoré maju od polpriamok VA aVB rovnaké

vzdialenosti, je polpriamka o ; tato polpriamku nazyvame os konvexného uhla AVB,
polpriamka & patri uhlu AVB, t. j. M ={Xe<CAVB; |X, V4 | = |X, VB |},

B
Obr. 9.39

» mnozina vSetkych bodov v rovine p = (p, ), ktoré maju od danych réznobeziek p, g
rovnaké vzdialenosti, je zjednotenie osi vSetkych Styroch konvexnych uhlov uréenych
tymito ré6znobezkami; hovorime im osi uhlov dvoch réznobeziek, tieto osi 0; a 0, tvoria
dvojicu na seba kolmych priamok, t. j. M = {Xep; | X, p| = [ X, q|} kde M =0; Lo,
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Obr. 9.40

» mnozina vSetkych bodov v rovine p = (p, ), ktoré maju od danych rovnobeziek p, q
rovnaké vzdialenosti, je priamka 0; tito priamku nazyvame os rovinného pasu ur¢en¢ho
priamkami p, g, 0s 0 je rovnobezna s p aj g, t. j. M = {Xep; | X, pl = |X,ql3},

Obr. 9.41

» mnozina vSetkych bodov v rovine p, ktoré maji od danej priamky p vzdialenost’ a, je
dvojica rovnobeziek s priamkou p, ktorych vzdialenost’ je 2a; tieto priamky sa nazyvaju
ekvidistanty priamky p, t. j. M ={Xep; | X, p | = a}, kdeM =q; UQy,

q
a
m ‘ p
a
4
9,
Obr. 9.42

» mnozina vSetkych bodov v rovine p, ktoré maji od danej kruznice k = (S, r) vzdialenost’ a,
pricom r > a, je dvojica kruznic |y, I, stistrednych s kruznicou k s polomermir—aar + a;
kruznice l;, |, nazyvame ekvidiStanty kruznice k, t. . M = {Xep; |X, k| = a}, kde
M =1 Ul,

Obr. 9.43

» mnozina vrcholov vsetkych pravych uhlov v rovine p, ktorych ramena prechadzajii dvoma
roznymi bodmi A, B roviny p, je Talesova kruznica s priemerom AB okrem bodov A, B;

Thato mnozinu bodov mézeme urcit’ aj takouto definiciou:
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mnozina vSetkych bodov v rovine p, z ktorych je mozné tsecku AB roviny p vidiet' pod
pravym uhlom, je Talesova kruznica s priemerom AB okrem bodov A, B, t. j. M = {Xep;

AB
| <CAVB| =90}, teda M = {k = (S, %) —{A, B}}, kde S je stred tsecky AB.

» mnozina vrcholov X vsetkych uhlov v rovine p, ktorych ramena prechadzaji dvoma
roznymi bodmi A, B roviny p a ktorych | < AXB| = ¢, je zjednotenie dvoch zhodnych
oblikov ki, k; skrajnymi bodmi A, B okrem bodov A, B; pritom konvexny uhol
s velkost'ou ¢ nie je nulovy, priamy ani plny,

In4 definicia tejto mnoZziny bodov je nasledovna:
mnozina vSetkych bodov X v rovine p, z ktorych je mozné usecku AB roviny p vidiet’ pod
uhlom s vel'kostou ¢, je zjednotenie dvoch zhodnych obliukov ki, Kk, S krajnymi bodmi
A, B okrem bodov A, B; t.j. M = {Xep; | <CAVB| = ¢}, tedaM =k; Uk, — {A, B}.

Obr. 9.4

gPozn{lmka. Mnozinami bodov danej vlastnosti mézu byt priamky, kruznice, podmnoziny
priamok a kruznic, mé6ze sa dokonca jednat’ o mnozinu izolovanych bodov alebo aj o prazdnu
mnoZzinu.

gPoznémka. V geometrickych Ulohdch sa mnoziny vSetkych bodov danej vlastnosti
vyskytuji velmi casto. Napriklad bod hl'addme v prieniku dvoch mnozin s danymi
vlastnostami (v prieniku dvoch priamok, dvoch kruznic, priamky a kruznice).

Mnoziny bodov uvedené v predoslom texte su v mnohych pripadoch stotoznené s mnozinami
stredov kruznic.

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré prechadzaji dvomi réznymi bodmi A, B, je 0s
usecky AB,

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju dvoch rovnobeznych priamok p, g, je
os rovinného pasu urcené¢ho tymito rovnobezkami, polomer r vSetkych takychto kruznic

" a,b
J )
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» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju dvoch rdéznobeznych priamok p, q,
st obe 0si 01, 02 uhlov, ktoré su uréené tymito roznobezkami, s vynimkou ich priese¢nika,

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré maju dany polomer r adotykaju sa danej
priamky p, st obe ekvidiStanty priamKky p,

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré maji dany polomer r adotykaji sa danej
kruznice k = (S, r), st obe ekvidistanty kruznice k = (S, r),

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju priamky a v bode A, je priamka p
kolma na priamku a a prechadzajiica bodom A s vynimkou bodu A,

» mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaju kruznice k = (S, r) vbode T, je
priamka p = ST s vynimkou bodovSaT,

Obr. 9.45
» mnozina stredov vsetkych kruznic, ktoré sa dotykaji dvoch ststrednych kruznic
ki = (S1, 1) aks = (S, ) (za predpokladu, Ze r; < ryp), st dve kruznice I; = (S, ith )

n—h

a|2: (S,

); kruznice (obr. 9.45 vlavo), ktoré maju stredy na kruznici |;, maju

vonkajsi dotyk s k; a vnatorny dotyk s k, a kruznice (obr. 9.45 vpravo), ktoré maja stredy
na kruznici l,, maja vnatorny dotyk s ki aj s k.

Kapitola bola spracovana podrl’a literatary [4], [5], [6], [7], [10], [13], [14], [15], [17].
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10 Stereometria

Eﬁj Geometrickymi utvarmi, ktoré nemozno umiestnit' do jednej roviny sa zaobera Cast’
geometrie zvana stereometria.

10.1 Zdkladné pojmy
Zikladné vety stereometrie
1. Ak bod A lezi na priamke p a priamka p lezi v rovine /3, potom aj bod A lezi v rovine /.

2. Ak v rovine f lezia dva rozne body A,B, potom tiez priamka p, ktora tymito bodmi
prechadza, lezi v rovine 5.

3. Kazdymi dvoma r6znymi body prechadza prave jedna priamka.

4. Lubovolnd rovina rozdeluje priestor na dva navzdjom opacné polpriestory a je ich
spolo¢nou hrani¢nou rovinou.

5. Priamkou a bodom, ktory na nej nelezi, prechaddza prave jedna rovina.

6. Ak maju dve rézne roviny spolo¢ny bod, potom maji spolo¢nt priamku, ktord tymto
bodom prechadza.

7. Ku kazdej priamke je mozné danym bodom viest’ prave jednu rovnobezku.

Urcenie priamky

Najjednoduchsi sposob, ako jednoznaéne urcit’ priamku je dvoma réznymi bodmi. Druhy
sposob, ako urc€it’ priamku, je pomocou priamky a bodu, ktorym ma prechadzat’ rovnobezka
s danou priamkou. Ak tento bod lezi na danej priamke, potom priamka, ktort urcujeme, je
totozna s povodnou priamkou.

Urcenie roviny

Tato kapitola je venovand moznostiam urcenia roviny v priestore. Zaujima nas, co vSetko je
potrebné k jednozna¢nému urceniu roviny.

Tromi r6znymi bodmi, ktoré
nelezia v priamke, prechadza
prave jedna rovina.

Obr. 10.1
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Priamkou a bodom, ktory na tejto
priamke neleZzi, prechadza prave
jedna rovina.

Obr. 10.2
Dvoma réznobeznymi priamkami
, prechadza prave jedna rovina.
Obr. 10.3
Dvoma rovnobeZnymi r6znymi
priamkami prechadza prave jedna
rovina.
Obr. 10.4

Posledné tri pripady urCenia roviny mozZeme previest na prvy pripad. Vo vSetkych tychto
pripadoch mdézeme najst’ tri nekolinearne body (neleziace na jednej priamke), ktoré rovinu
urcuju jednoznacne.

10.2 Vzdjomné polohy utvarov v priestore

Vzajomna poloha dvoch priamok

~

-

g V stereometrii rozliSujeme Styri vzdjomné polohy dvoch priamok v priestore. Vzajomné
polohy dvoch priamok budeme ilustrovat na kocke. Mdzeme ich rozlisit vzhladom ku
spolo¢nym bodom.
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‘sz’ljomnzi poloha HSpoloéné body H Oznacenie ‘

‘Rovnobeiné rozne Hiiadne H pllq ‘

Mimobezné Ziadne p A q

Ro6znobezné jeden P~ q

‘Totoiné Hvéetky H P=q ‘
Tab. 10.1

V prvych dvoch pripadoch priamky nemaji spolo¢ny bod. Rozdiel je v tom, ¢i mdzeme
priamkami prelozit spoloni rovinu alebo nie. Rovnobezky lezia v jednej rovine,
mimobezkami nemodzeme prelozit’ rovinu, t. j. neexistuje rovina, ktora by obsahovala dve
mimobezné priamky. V tretom pripade st priamky réznobezné, teda maju jeden spolocny
bod, ktorému hovorime prieseénik. Poslednym pripadom je totoznost’ oboch priamok, teda
obe priamky maju vSetky body spolo¢né.

Priamky st rovnobezné rozne, nemaju
spolo¢ny bod, leZia v jednej rovine.

Priamky st mimobeZné, nemaju
spolo¢ny bod, neleZia v jednej rovine.

Obr. 10.6
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Priamky st réznobezné, maju jeden
spolo¢ny bod, ktorému hovorime
prieseCnik. Lezia v jednej rovine.

Priamky su totozné, majt vSetky body
spoloc¢né.

Obr. 10.8

Vzajomna poloha priamky a roviny

RozliSujeme tri rozne vzajomné polohy priamky a roviny. Hovorime, Ze ak priamka nema s
rovinou ziadny spolo¢ny bod, potom je priamka s danou rovinou rovnobezna. Ak ma priamka
s rovinou spolo¢ny prave jeden bod, potom je priamka roznobezna s rovinou, ich spolo¢ny
bod nazyvame priese¢nikom.

AK ma priamka s rovinou spolo¢né asponn dva rozne body, potom tato priamka lezi v
danej rovine. VSetky body priamky su zarovei aj bodmi roviny.

Zistovat’ a dokazovat’ rovnobeznost’ priamky s rovinou na zéklade definicie je nepraktickeé,
preto zavedieme Kkritérium rovnobeZnosti priamky a roviny:

Priamka p je rovnobeZzna s rovinou a vtedy a len vtedy, ak rovina a obsahuje aspon
jednu priamku g, ktora je s priamkou p rovnobeZna.
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Vzajomna poloha

Spolo¢né body | Oznacenie

Priamka lezi v rovine

vSetky body priamky|| pca

Rovnobezné rozne |[ziadne pll e
Ro6znobezné jeden p X a
Tab. 10.2

Obr. 10.9

Priamka leZi v rovine, ma s fiou vsetky
body spolo¢né.

Obr. 10.10

Priamka a rovina st rovnobezné.
Priamka je rovnobezna s rovinou, ak je
rovnobeznd s aspon jednou jej priamkou
tejto roviny (napr. EG).
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Priamka a rovina st réznobezné, maji
jeden spolo¢ny bod, ktory nazyvame
priesecnik.

Obr. 10.11

Prienik priamky s rovinou

V pripade réznobeznosti priamky p a roviny a potrebujeme najst’ prieseénik, t. j. uréit’ prienik
priamky s rovinou. Pre najdenie priese¢nika sa vyuziva nasledujtici postup:

1. priamku p obsahuje nekonetne vela rovin; jednu znich nazveme pomocna rovina
a oznacime S (f je roznobezna s a),

2. zostrojime prienik roviny o S rovinou S; prienikom je priamka g,

3. prienik priamky p s priamkou g je potom hl'adanym prienikom priamky p a roviny a.

Obr. 10.12

Vzajomna poloha dvoch rovin

RozliSujeme tri r6zne vzdjomné polohy dvoch rovin. Ak maju dve roviny vsetky body
spolo¢né, nazyvame ich totozné. Ak nemaji dve roviny ziadne spolo¢né body, potom ich
nazyvame rozne rovnobezné. Ak maji roviny spolo¢nll priamku, nazyvame ich réznobezné.
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Ak maji dve rézne roviny spolo¢ny bod, potom maji aj spoloc¢nu priamku, ktord tymto
bodom prechadza, okrem tejto priamky nemaju ziadne d’alSie spolocné body. Spolo¢nu
priamku p dvoch ré6znobeznych rovin nazyvame priesecnica.

Kritérium rovnobeznosti dvoch rovin

Dve roviny su rovnobezné prave vtedy, ked’ jedna z nich obsahuje dve roznobezné
priamky, ktoré su s druhou rovinou rovnobezné.

H

Roviny totozné, maju teda vSetky body
spolo¢né (napr. su totozné s rovinou

dolnej podstavy kocky).

Obr. 10.13

H

Roviny st rovnobezné rozne, teda
nemaju ziadny spolo¢ny bod (napr. ABC
a EFG).

Obr. 10.14
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Roviny st réznobezné, maju spolocnu
priesecnicu, priamku spolo¢nych bodov.

Obr. 10.15
Vzajomna poloha Spolo¢né body Oznacenie
Totozné vSetky a=p
Rovnobezné rozne|ziadne allp
Roznobezné priamka spolo¢nych bodov|| a4 S

Tab. 10.3
Vzajomna poloha troch rovin
RozliSujeme pit’ roznych vzajomnych poloh troch rovin, pokial’ nie su Ziadne dve totoZné.

Pre tri roviny a, f, y plati: ak je a || # a suc¢asne f || y, potom aj a || y (tranzitivnost).
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Vzajomna poloha

MnoZina spolo¢nych bodov

Oznacenie

Vsetky tri rovnobezné

Zladne

(@I~ @By

Dve rovnobezné a tretia s nimi
roznobezna

dve rovnobezky (jedna
rovina ma s oboma d’al$imi
rdzne priesecnice)

(@)~ (o % B) A(BAY)

Vsetky tri réznobezné, tri
priesecnice splynt v jednu
priamku (zvézok rovin)

jedna priamka

(@ax ) n(a¥y) ~(BAY)

Vsetky tri roznobezné, tri
prieseCnice

tri rovnobezky (kazdé dve
roviny maju jednu

CRY)INCRS)RNRS)

prieseCnicu)
Vsetky tri roznobezné, tri
priesecnice prechadzajuce jeden bod (aX B A(asy) A(BEy)
jedinym bodom (trs rovin)
Tab. 10.4

Obr. 10.16

Vsetky tri roviny su
rovnobezné rozne, teda
nemaju Ziadny spolo¢ny

bod.
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Dve roviny st rovnobezné a
tretia rovina ich pretina. Dve
priamky, ktoré lezia v
prieniku st navzajom
rovnobezné.

Obr. 10.17

Tri roviny, ktorych spolo¢na
priesecnica je jedna
priamka.

Obr. 10.18
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Vsetky roviny st navzajom
roznobezné, v prieniku
kazdych dvoch rovin je
priamka a naviac vSetky tri
priamky su navzajom
rovnobezné.

Obr. 10.19

Vsetky tri roviny maja
spolo¢ny jeden bod.

Obr. 10.20

Vziajomna poloha troch priamok

Aby sme mali kapitolu o vzajomnych polohach ziakladnych geometrickych tutvarov
kompletnu, priddme eSte vzajomné polohy troch priamok, napriek tomu, Ze v stredoskolskych
ucebniciach sa obvykle tato kapitola nevyskytuje. Rozlisujeme devit vzajomnych poloh troch
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priamok v priestore. Polohy, ktoré by sme mohli tiez rozliSovat’, su tie, kedy st dve priamky
totozné alebo vsetky tri priamky su totozné. Tieto pripady su vSak obsiahnuté v Casti —
vzajomna poloha dvoch priamok.

Pre tri priamky p, g, r plati: ak je p || g a sa¢asne q || r, potom aj p || r (tranzitivnost).

Mnozina
Vzajomna poloha spolo¢nych Oznacenie
bodov
Vsetky tri rovnobezné rozne Ziadne PllayA@l]r)
Dve rovnobezné rozne, tretia s oboma
roznobesna dva (PlaAPXr) A(@xr)
Dve rovnobezné rozne, tretia s jednou .
) -
roznobezna a s druhou mimobezna jeden Plaalpxn A (q\n{r)
Dve rovnobezné rozne, tretia s oboma siad ﬂ ﬂ
mimobezna z1adne (p ” q) A (p r) A (q r)

Vsetky tri réznobezné (pokial’ lezia v jednej
rovine hovorime o zvizku, pokial’ nelezia, |jeden PXYAEXT) AQ*T)
potom o trse priamok)

VSetky tri roznobezné, kazdé dve maju

jeden priesecnik tr (PXAA(PXADA@QXD
Dve roznobezné, tretia s oboma mimobezna |jeden (p X q) A (p:/—{ N A (qﬂr)
Vsetky po dvoch mimobeZné Ziadne (pﬂq) A (pﬂ N A (q%r)
Dve mimobezné, tretia s oboma réznobezna ||dva (pﬂq) APXE) A@QAT)

Tab. 10.5
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H
E F
D
I
I
I
I
A : B:
Obr. 10.21
H
E F
D
|
|
|
|
A : B

Obr. 10.22

Vsetky tri priamky s rovnobezné,
nemaju ziadny spolo¢ny bod.

Dve priamky st rovnobezné a tretia ich
pretina, dva priese¢niky.



Obr. 10.23

Obr. 10.24
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Dve priamky su rovnobezné rdzne, tretia
je s jednou r6znobeznd a s druhou
mimobezna.

Dve priamky su rovnobezné a tretia je s
oboma mimobezna.
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H G
E F
Vsetky tri priamky sa pretinaju v jednom
jedinom bode.
D C
I
I
|
|
A L B
Obr. 10.25
H G
F
E
Vsetky priamky st navzajom
réznobezné a to tak, Ze existuju tri
priesecniky.
D C
I\
I\
I\
1 \
1 \
A ! N B

Obr. 10.26
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H \ G
E
F
Dve priamky sa pretinaji v jednom
bode a tretia priamka je k obom
mimobezna.
D C
l
l
A : B
Obr. 10.27
H \ G
E F
VSetky tri priamky su po dvoch
mimobezné, nemaju Ziadny spolocny
bod.
D ; C
|
|
|
A : B

Obr. 10.28
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H G
E F
N Dve priamky st mimobezné a tretia
priamka ich pretina. Existuju teda dva
priesecniky.
D C
|
|
l
A L B
Obr. 10.29

10.3 Polohové konstrukcné ulohy

Rezy mnohostenov

~

-

B Rez mnohostenu rovinou je prienik telesa a roviny. Je to rovinny Utvar, ktorého hranica

je prienik hranice telesa a roviny rezu. Hranica rezu telesa sa sklada z prienikov roviny rezu
so stenami telesa. Zostrojit' rez rovinou teda znamena zostrojit' priesecnice danej roviny
s rovinami jednotlivych stien.

Pre konstrukcie rezov su dolezité najma nasledujuce vety a ich dosledky:

>

>

Veta 1: Ak lezia dva rozne body v rovine, potom priamka nimi urcena lezZi tiez v tejto
rovine.

Veta 2: Dve rovnobezné roviny pretina tretia rovina v dvoch rovnobeZnych
priamkach.

Veta 3: Ak su kazdé dve z troch rovin roznobezné a ak maju tieto tri roviny jediny
spolo¢ny bod, prechadzaji tymto spoloénym bodom vSetky tri priesecnice.

Veta 4. Ak je priamka rovnobezna s dvoma roéznobeZnymi rovinami, tak je
rovnobeZna aj s ich priesecnicou.

Dosledok 1. AK lezia dva rozne body roviny rezu v rovine niektorej steny, lezi v
rovine tejto steny aj ich spojnica. Prienik spojnice a steny je jednou stranou rezu.

Doésledok 2: Ak su roviny dvoch stien rovnobezné a pritom réznobezné s rovinou
rezu, su priesecnice roviny rezu s rovinami tychto stien rovnobeZzZné.

Dosledok 3: Priese¢nice roviny rezu s rovinami dvoch susednych stien telesa sa
pretinaji v bode, ktory lezi na priesecnici rovin tychto dvoch stien. (t. j. vSetky tri
roviny — rovina rezu a dve roviny susednych stien sa pretinajia v jednom bode).
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@ Priklad. Zostrojte rez kocky rovinou siimernosti jej telesovej uhlopriecky. Dokazte, ze
rez je pravidelny Sestuholnik.

@ RieSenie.
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Mame zostrojit’ rez kocky ABCDEFGH rovinou, ktord je kolmé na telesovii uhlopriecku
(napr. EC) a prechadza jej stredom S. Ozna¢me | stred usecky BF, J stred usecky AB, K stred
usecky AD, L stred usecky DH, M stred usecky HG, N stred usecky FG. Vieme, ze roviny
AFH a BGD st kolmé na EC. Kedze ECLHF = EC._LLI (LI || HF). LI je teda priamka
roviny sumernosti, pretoZze je kolma na EC a S lezi na LI. Rezové rovina je rovnobezna s
rovinami AFH aj s BGD, preto hrany rezu budidl rovnobezné so stenovymi uhloprieckami
kocky. Rezom je teda Sestuholnik IJKLMN, ktory ma vSetky strany zhodné (st to polovice

stenovych uhlopriecok).

To vSak eSte nestaci na to, aby bol Sest'uholnik pravidelny. ESte treba dokazat’, ze vSetky jeho
uhlopriecky prechadzajlice stredom st zhodné. LenzZe vSetky tieto uhlopriecky maju velkost
stenovej uhlopriecky kocky, teda st zhodné a rezovy Sestuholnik je pravidelny.

Prienik priamky a mnohostena

Prienik priamky s mnohostenom sa najde podobne ako prienik roviny a priamky. Najskor
prelozime priamkou vhodnu rovinu, urime rez telesa touto rovinou a prienik priamky

S rezom telesa je zaroven prienikom priamky s telesom.

Ak je telesom nejaky hranol, je vhodné rovinu, ktort prekladdme priamkou, volit’ rovnobeZne
s bocnymi hranami. Ak je telesom ihlan, potom je vhodné volit’ tato rovinu tak, aby

prechéadzala vrcholom (tzv. vrcholova rovina).

10.4 Metrické vilastnosti utvarov v priestore

~

ECT Vlastnostiam, ktoré sa vztahuji k problémom vzdialenosti alebo uhla dvoch
geometrickych utvarov, hovorime metrické. Medzi ne radime velkost uhla a vzdialenost’

medzi geometrickymi Gtvarmi.
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Uhol dvoch priamok

Velkost’ uhla dvoch priamok p, g je vel’kost’ uhla dvoch roznobeziek p’, ', pre ktoré

platip|lp'aql/q".

Uhol dvoch mimobeznych priamok a, b budeme definovat ako uhol zhodny s uhlom
I'ubovolnych dvoch réznobeziek a', b', pricom a' || aa b’ || b takto:

Nech su a, b dve Pubovol’né mimobezky a M je bod (M ¢ a, M ¢ b). Ak zostrojime
priamky a', b' tak, aby M € a'Nb'aal/a'ab]| b', plati: <Ca'b' =<C ab.
Pomocou uhla priamok sa definuje aj ich kolmost:

Priamka p je kolma na priamku q prave vtedy, ked” |<C ab| = 90°.
Priamka kolméa na rovinu

Pomocou kolmosti priamok sa definuje kolmost’ priamky na rovinu:

» Priamka je kolma na rovinu prave vtedy, ked’ je kolma na vSetky priamky tejto
roviny.

» Ak je priamka p kolma na rovinu a, hovorime, Ze rovina a je kolma na priamku p.

» AK je priamka kolma na dve r6znobezné priamky roviny, tak je kolma na tito
rovinu.

» VSetky priamky kolmé na ti isti rovinu si navzajom rovnobeZzné.

» Vsetky roviny kolmé na tu istd priamku si navzajom rovnobezZné.

a

Obr. 10.31

Vety o kolmosti rovin

Kolmost’ rovin sa definuje pomocou kolmosti priamky a roviny:

» Rovina je kolma na druhu rovinu prave vtedy, ked’ je kolma na niektori priamku
tejto roviny.

» Ak dve réoznobezné roviny si kolmé na tu isti rovinu, tak aj ich priese¢nica je kolma
na tuto rovinu.

» Rovina je kolma na dve roznobezné roviny, ked’ je kolma na ich priesecnicu.

» Uhol dvoch rovin je uhol ich priese¢nic s rovinou, ktora je na ne kolma.
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Vzdialenost’ bodu od roviny

Druhym typom metrickych konstrukénych uloh su ulohy tykajice sa vzdialenosti zédkladnych
geometrickych utvarov. Teoretickym vychodiskom pre rieSenie tychto uloh a definovanie
d’alSich pojmov je pojem kolmého priemetu bodu do roviny a na priamku, pity kolmice a
nasledne definicia vzdialenosti bodu od roviny a priamky. Zakladnym pojmom bude pojem
dizky tusetky ako vzdialenosti jej krajnych bodov. Pod vzdialenostou dvoch ttvarov
budeme potom rozumiet’ dizku najkratsej usecky, ktorej jeden krajny bod je z jedného a druhy
krajny bod z druhého utvaru (teda najmensSiu vzdialenost’ zo vsetkych vzdialenosti
prislusnych dvojic bodov).

Najskor spomenieme vzdialenost bodu od priamky v priestore. Mdézeme ju urcit ako
vzdialenost’” bodu od priamky v rovine, lebo bod apriamka nim neprechadzajuca lezia
Vv jednej rovine. Preto vzdialenost’ bodu od priamky v priestore je rovna vzdialenosti tohto
bodu od jeho kolmého priemetu na dant priamku, teda od pity kolmice zostrojenej z daného
bodu na danu priamku. Ak bod lezi na priamke, vzdialenost’ sa rovna nule.

Symbolicky zapiseme vzdialenost’ bodu A od priamky p ako | A, pl.

V konstrukénej a analytickej geometrii sa vzdialenost’ bodu od priamky ries$i zvicSa prave
pomocou roviny kolmej na priamku a prechadzajucej danym bodom.

Vzdialenost’ bodu od roviny nazyvame vzdialenost’ daného bodu od jeho kolmého priemetu
do danej roviny (teda od péty kolmice zostrojenej z daného bodu na dant rovinu). Ak bod lezi
Vv rovine, vzdialenost’ sa rovna nule.

Symbolicky zapiseme vzdialenost' bodu A od roviny pako | A, pl.

Vzdialenost’ dvoch rovnobeznych rovin

Definicia vzdialenosti dvoch rovnobeZznych rovin je zaloZena na definicii vzdialenosti bodu
od roviny.

Vzdialenostou dvoch rovnobeznych rovin nazyvame vzdialenost 'ubovolného bodu jednej
roviny od druhej. Vzdialenost’ dvoch rovnobeZnych rovin je teda v podstate vzdialenost’
bodu od roviny a podl'a definicie tejto vzdialenosti je to vzdialenost’ bodu (jednej roviny) od
kolmého priemetu bodu do danej (druhej) roviny.

Symbolicky budeme zapisovat’ vzdialenost’ rovin ¢, £ takto: |a, ﬂ|.

Vzdialenost’ dvoch rovnobeZnych priamok

Vzdialenostou dvoch rovnobeznych priamok nazyvame vzdialenost’ 'ubovol'ného bodu jedne;j
priamky od druhej.

Symbolicky budeme zapisovat’ vzdialenost’ priamok p, g takto:

p. 4.
Vzdialenost’ priamky a roviny

Vzdialenost priamky od roviny, ktord s nou nie je rovnobeznd, je rovna nule, pretoze maju
spolo¢ny bod.

Vzdialenost priamky rovnobeznej s rovinou od tejto roviny sa nazyva vzdialenost
I'ubovol'ného bodu priamky od roviny.

Symbolicky budeme zapisovat’ vzdialenost’ p od « takto:

p.al.
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Nemusime sa ani vel'mi zamysliet, aby sme zistili, Ze vzdialenost’ roviny od priamky s fiou
rovnobeznej je opat’ v podstate vzdialenost’ bodu od roviny.

10.5 Metrické konStrukcné ulohy

~

-

g Metrické konStruk¢né ulohy st zhrnutim vSetkych pojmov uvedenych v predoSlom
texte. RieSime v nich problémy orientované na velkosti uhlov a vzdialenosti v priestore. Pri
vypoctovom rieSeni dochddza k zaokrahl'ovacim chybam, preto sa niekedy vysledok lisi od
konstrukéného, tato chyba je ale na Grovni stotin milimetra.

@ Priklad. Je dana kocka ABCDEFGH s dizkou hrany |AB| = 4 cm. Uréite vypodtom aj
konstrukéne velkost’ uhla priamok BG a BH.

&

Riesenie.

A 4 cm B
Obr. 10.32

Pre rieSenie priestorovej ulohy vyhl'addme vhodnt rovinu, v ktorej ndjdeme prislusny utvar
az tohto utvaru potrebny udaj ur¢ime. Teda stereometricki tlohu premenime na ulohu
planimetricku.

a) Konstrukcné riesenie:

V tejto ulohe je takou vhodnou rovinou rovina BGH, v ktorej lezi pravouhly A BGH. Tento
trojuholnik zostrojime. Usetka GH je hranou kocky, t. j. |GH| = 4 cm. Strana BG je
uhloprie¢kou §tvorca BCGF (obr. 10.33). Strana BH je uhloprietkou obdiznika ABGH
(obr. 10.34). Teda A BGH vieme zostrojit’, takze mézeme <C GBH v zostrojenom trojuholniku
odmerat’.


vzdialenost_priamka_rovina.cg3
vzdialenost_priamka_rovina.cg3
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B 4 cm C A 4 cm B
Obr. 10.33 Obr. 10.34

b) Vypoctové riesenie:

Pre vypoctové rieSenie, podobne ako v konStrukénom, musime ndjst’ trojuholnik, pomocou
ktorého vypocitame hladanti velkost uhla priamok BG a BH. Danu velkost’ uhla m6Zeme
urcit pomocou A BGH. Tento trojuholnik je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole G. Hrana
GH je hranou kocky a ma teda dizku a = 4 cm. Usegka BG je uhloprieckou §tvorca BCGF so

stranou a = 4 cm a ma teda dizku a\/_ =4 \/5 . Hradanu velkost’ uhla mézZeme teraz uz uréit’

GH
napriklad pomocou vztahu tg |<C GBH| = % Takze hl'adana velkost’ uhla je 35°15".

10.6 Objemy a povrchy telies

~

EQT UrCovanie objemov a povrchov telies je jednym z najCastejSich a najstarSich pouziti
geometrie v praxi. Matematicky je objem miera charakterizujuca Cast’ priestoru. Zakladnou
jednotkou objemu je meter kubicky — m?. Povrch telesa chdpeme ako mieru jeho hranice.
ZjednodusSene povedané, povrch telesa je sti¢tom obsahov vSetkych jeho stien a ploch, ktoré
teleso ohranicuju. Zakladnou jednotkou povrchu je meter Stvorcovy —m-.

Symboly, ktoré st pouzité v nasledovnej tabul’ke maju tento vyznam:

V — objem telesa, S — povrch telesa, a — hrana na telese, v — vyska telesa, r — polomer
podstavnej kruznice alebo polomer gule, p — polomer kruznice v rezovej rovine, S — strana
kuzela, kruznice, S, — obsah podstavy telesa, Sy — obsah plast’a telesa.

Prehl’ad objemov a povrchov priestorovych utvarov:

Teleso Objem Povrch

Kocka V=a-aa=a’ S=6-a

Kvader V=a-b-c S=2-(a-b+a-c+b-c)
Hranol V=5,V S=2-5,+ Sy

Ihlan V=5-v:3 S=Sp+ S

Valec V=nriv S=2nr-(r+v)
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Kuzel

V=n-r’v:3

S=m-r(r+5s)

Zrezany ihlan

V=_—- (Sl + 4SS, t Sz)

Y
3

8281+82+Sp|

S= 7Z'r12+ 7Z'I’22+Sp|
Spi = m(r1 +12).8

= %ﬁvz (3r— V)

Zrezany kuzel V=rx % (r+ 1 +15%)
s= v +(-n)
Gula V=dnr®3 S=dnr’
V= % 2V (30° + ), kde pje
GuPovy odsek polomer podstavy odseku S=xpt+2zrv

Gulova vrstva

= %ﬂ'v (3p1% + 3P + V)

S=z(pl+ pd) +2xrv

_2 2

Gulovy vysek =37 rv

Gulovy vrchlik S=2xrv

Gulovy pas S=2xrv

Tab. 10.6
Vlastnosti kocky:
I
1. V3etky hrany st rovnako dlhé. i
2. VSetky steny su rovnako velké. !
3. Hrany st na seba kolmé alebo st navzajom rovnobeZné. !
4. Steny kocky tvoria Stvorce. |
5. Protil'ahl¢é steny s navzajom rovnobezné. I _—
6. Vsetky telesové uhlopriecky st rovnako dlhé. o
7. Telesové uhlopriecky sa navzajom rozpol'uju. ‘
Obr. 10.35

Vlastnosti kvadra: :
1. Podstavou je §tvorec alebo obdiznik. :
2. Protil'ahlé steny st navzajom rovnobezné. i
3. Protil'ahlé steny st rovnako vel'keé. !
4. Susedné steny st navzajom na seba kolmé. | -
5. Telesové uhlopriecky st rovnako dlhé. 4
6. Telesové uhlopriecky sa navzajom rozpol'uji. ’

Vlastnosti kolmého hranola:

1. Podstavou je pravidelny alebo nepravidelny mnohouholnik.

Obr. 10.36

2. Ak je podstavou pravidelny mnohouholnik, hovorime o pravidelnom hranole.
3. Ak je podstavou nepravidelny mnohouholnik, hovorime o nepravidelnom hranole.
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4. Steny podstav a plasta su navzajom na seba kolmé.
5. Vyska hranola je vzdialenost’ medzi podstavami.

A. Kolmy hranol s podstavou pravidelného mnohouholnika:

1. Povrch tvoria dve rovnobezné podstavy a plast.

2. Plast’ tvoria zhodné obdlzniky alebo Stvorce, ktorych pocet je taky, kolko hran tvori
podstavu.

B. Kolmy hranol s podstavou nepravidelného mnohouholnika:

1. Povrch tvoria dve rovnobezné podstavy a plast’.

2. PI&st tvoria rozne obdlzniky alebo Stvorce, ktorych pocet je taky, kolko hran tvori
podstavu.

Vlastnosti kolmého ihlana:

1. Podstavou moéze byt pravidelny alebo nepravidelny mnohouholnik.
2. Ak je podstavou pravidelny mnohouholnik, hovorime o pravidelnom ihlane.
3. Ak je podstavou nepravidelny mnohouholnik, hovorime o nepravidelnom ihlane.

A. Kolmy ihlan s podstavou pravidelného mnohouholnika:

1. Povrch tvori podstava a plast’.

2. PI&st’ tvoria zhodné trojuholniky, ktorych pocet je taky, kol’ko hran tvori podstavu.
B. Kolmy ihlan s podstavou nepravidelného mnohouholnika :

1. Povrch tvori podstava a plast’.

2. PI&st’ tvoria rézne trojuholniky, ktorych pocet je taky, kol'’ko hran tvori podstavu.

Ihlan s pgdstavou obdfznika Ihlan s podstavou nepravidelného patuholnika

Obr. 10.37 Obr. 10.38

Vlastnosti rota¢ného valca:

1. Podstavou je kruh.

2. Obidve podstavy st navzdjom rovnobezné.
3. PIast’ je na podstavy kolmy.

4. Vzdialenost’ podstav je vyska valca.

Obr. 10.39
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Vlastnosti rotacného kuzela:

1. Podstavou je kruh.

2. Vznikne ota¢anim pravouhlého trojuholnika okolo odvesny.
3. Vzdialenost’ stredu podstavnej kruznice a vrcholu je vySka
kuzela.

1

1

|

1

1

I

1

I

1

1

1

i
T

1

i
&

Obr. 10.40
Vlastnosti zrezaného ihlana:

1. Zrezany ihlan je prienik ihlana a polpriestoru, ktorého hrani¢nd rovina je rovnobezna
s rovinou podstavy ihlana.

2. Podstava a vrchol ihlana lezia v opa¢nych polpriestoroch uréenych rezovou rovinou.

3. Rovina rovnobezna s podstavou rozdeli ihlan na dve Casti — na mensi ihlan a zrezany ihlan.
4. Zrezany ihlan mé dve podstavy, jedna z nich je podstavou povodného ihlana a druha lezi
V hrani¢nej rovine.

5. Podstavy zrezaného ihlana lezia v dvoch navzédjom rovnobeznych rovinach.

6. Vzdialenost’ podstavnych rovin sa nazyva vySka zrezaného ihlana.

7. Bocné steny zrezaného ihlana su lichobezniky.

Obr. 10.41

Vlastnosti zrezaného kuZela:

1. Zrezany kuzel’ je prienik kuZela a polpriestoru, ktorého hrani¢nd rovina je rovnobezna
S rovinou podstavy.

2. Podstava a vrchol kuzela lezia v opac¢nych polpriestoroch.

3. Zrezany kuzel’ mé dve podstavy, jedna z nich je podstavou povodného kuzela a druha lezi
V hrani¢nej rovine.

4. Os zrezaného rotacného kuzela SS’ je kolma na roviny jeho podstav.

5. Podstavy zrezaného kuzela lezia v dvoch navzijom rovnobeznych rovinach, ktorych
vzdialenost’ sa nazyva vyska zrezaného kuzela.

6. Rovina rovnobezné s podstavou rozdeli kuzel' na dve Casti — na menS$i kuzel a zrezany
kuzel’.
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Obr. 10.42
Vlastnosti gule:
1. Je to mnozina bodov v priestore, ktoré maju od stredu S rovnaku alebo mensiu vzdialenost’
ako r — polomer gule.
2. NajkratSia spojnica dvoch bodov gule tvori tetivu.
3. Os tetivy prechadza stredom gule.

4. Gul'ova plocha je plocha, ktora je vytvorena vSetkymi bodmi vo vzdialenosti r od stredu
gule.

5. Gul'ova plocha je hranica gule.
6. Gul'a vznikne otd¢anim polkruhu okolo jeho priemeru.

Vlastnosti gulového odseku a vrchlika

1. Gul'ovy odsek je prienik gule s polpriestorom, ktorého hrani¢né rovina obsahuje kruhovy
rez gule.

2. Hrani¢na rovina rozdeli gul'u na dva gul'ové odseky.

3. Podstava gulového odseku je kruh, ktory je prienikom gulového odseku s hrani¢nou
rovinou polpriestoru, ktory ho urcuje.

4. Ak stredom gule zostrojime priamku kolmu na podstavu gulového odseku, potom prienik
tejto priamky s gulovym odsekom je usecka, ktorej velkost' nazyvame vySka gulového
odseku a oznacujeme V.

5. Hranica gulového odseku sa sklada zjeho podstavy az Casti gulovej plochy, ktora
nazyvame gul'ovy vrchlik.

O o £

U

Gul'ovy odsek Gulovy vysek Gul'ova vrstva
Obr. 10.43
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Vlastnosti gul’ového vyseku

1. Gul'ovy vysek je prienik gule s rotacnym kuzel'om, ktory ma vrchol v strede gule a vysku
vicsiu alebo rovnu polomeru gule r.

2. Gulovy vysek je zjednotenim gulového odseku a rotaéného kuzel'a , ktory ma s odsekom
spolo¢nu podstavu a jeho vrchol je stredom danej gule.

3. Hranicou gulového vyseku je zjednotenie plasta kuzela a vrchlika, ktorého vyska je
obvykle oznacovana v.

Vlastnosti gul’ovej vrstvy a gulového pasu

1. Gulova vrstva je Cast’ gule nachadzajica sa medzi dvomi rovnobeznymi (hrani¢nymi)
rovinami.

2. Rovnobezné roviny pretinaju gulu v kruhoch, ktoré nazyvame podstavy vrstvy a ktoré
maju polomery p; a p,.

3. Vzdialenost’ hrani¢nych rovin sa nazyva vyska vrstvy s obvyklym oznaovanim V.

4. Gul'ovy pas je plast gulovej vrstvy.

5. Hranicou gul'ovej vrstvy je zjednotenie gul'ového pasu a obidvoch podstav.

10.7 Suumernosti v priestore

Sumernost’ podl’a bodu

~

-

5 Nech je dany v priestore bod S. Stimernost’ podlPa bodu S je zobrazenie, ktoré
kazdému bodu X priestoru prirad’'uje bod § (X) = X' takto:

1. AkX =S tak X' =X.

2. Ak X #S, tak bod S je stred Gsecky XX'.
Bod S nazyvame stred stimernosti Gtvaru U , ak sa Gtvar U v stimernosti $ podl'a bodu
S zobrazi na seba, t. j. S (U ) = U . Utvar je stredovo simerny, ak ma aspoii jeden stred

sumernosti.
Stredova stimernost’ v priestore zachovava vzdialenosti bodov, t. j. pre kazdu stredova

simernost’ § a pre vsetky body X, Y plati |XY| = |X' Y'|, kde X'=S (X)a Y' =5 (Y).

E , B’

Obr. 10.44

Sumernost’ podl’a priamky

Nech je dana priamka 0. Simernost’ podPa priamky 0 je zobrazenie, ktoré kazdému bodu X
priestoru prirad'uje bod 0 (X) = X' takto:
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1. AkX e o,tak X' =X.
2. Ak X ¢ o, tak je useCka XX’ kolma na priamku 0 a jej stred patri priamke 0.

Priamka 0 sa nazyva os sumernosti a je to samodruzna priamka, t. j. 0 (0) = 0. Osova
sumernost 0 ma aj iné¢ samodruzné priamky. Su to vSetky priamky, ktoré st na os 0 kolmé.
Samodruznymi rovinami su vSetky roviny, ktoré su tieZ na os 0 kolmé.

Priamka 0 sa nazyva os simernosti utvaru U , ak sa atvar U v simernosti O podla priamky
0 zobrazi na seba, t. j. 0 (U) = U . Utvar je osovo simerny, ak ma aspoti jednu os simernosti.
Osova sumernost’ v priestore zachovava vzdialenosti bodov, t. j. pre kazdi osovu sumernost’ O

a pre vietky body X, Y plati [XY|=|X"Y"|, kde X'=0 (X) a Y' =0 (Y).
'p

Obr. 10.45

Sumernost’ podl’a roviny

Nech je dana rovina p. Stimernost’ podla roviny p je zobrazenie R, ktoré kazdému bodu X
priestoru prirad’'uje bod R (X) = X' takto:

1. AkX e p,tak X' =X.

2. AKX ¢ p, tak je iseCka XX’ kolma na rovinu p a jej stred patri rovine p.

Rovina p sa nazyva rovinou siimernosti a je to samodruzna rovina, t. j. R (p) = p. Simernost’
podla roviny R mé aj iné samodruzné roviny. Su to vSetky roviny, ktoré su na rovinu
simernosti p kolmé. Samodruznymi priamkami st vSetky priamky, ktoré su tieZ na rovinu
sumernosti p kolmé.

Rovina p sa nazyva rovinou stimernosti Gitvaru U , ak sa utvar U v simernosti R podl'a roviny
p zobrazi na seba, t. j. R (U ) = U . Utvar je rovinovo siimerny, ak ma aspoii jednu rovinu
simernosti.

Stimernost’ podla roviny zachovava vzdialenosti bodov, t. j. pre kazdi sumernost’ R podl'a

roviny a pre vietky body X, Y plati | XY|=|X"Y"|, kde X'=R(X)a Y'=R(Y).
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Obr. 10.46

Rovinami sumernosti tohto hyperbolického paraboloidu st roviny (X, z) a (y, z).

Kapitola bola spracovana podla literatary [2], [4], [5], [6], [7]. [8], [9], [11], [12], [14], [16],
[171, [18], [19], [20].



