Matematicky kufrik

11 Analyticka geometria

5 Analytickd geometria je oblast’ matematiky, v ktorej sa Studuji geometrické utvary
pomocou ich analytickych vyjadreni. Pomocou zvolenej suradnicovej sustavy vieme kazdy
zékladny geometricky Utvar vyjadrit’ jednoznacne v tvare istej rovnice (pripadne nerovnice).
Pritom vztah medzi prislusSnym geometrickym ttvarom a jeho rovnicou je dany nasledovnym
pravidlom:

Lubovolny bod X leZi v danom iitvare prave vtedy, ak jeho siiradnice spiiiaji rovnicu
utvaru.

Na zaklade tohto pravidla prienikom utvarov &1 a ¢/, je mnozina vsetkych bodov, ktorych
suradnice spliaju sicasne rovnice obidvoch tychto ttvarov.

11.1 Suaradnicova sustava

a

-

Egj Kartezianska suradnicova sustava Vv rovine (V priestore) je sustava dvoch (troch)
navzajom na seba kolmych priamok, ktoré nazyvame 0si suradnicovej sistavy. Vsetky osi
suradnicove] sustavy maju spolo¢ny jediny bod, ktory nazyvame zafiatok suradnicovej
sustavy a oznadujeme ho znakom O. Naviac, na kazdej osi je uréena rovnaka jednotka dizky.

Kartezianska suradnicova sustava je prostriedok, pomocou ktorého kazdému bodu v rovine
(v priestore) vieme jednoznacne priradit’ usporiadanti dvojicu (trojicu) realnych ¢isel, ktoré
nazyvame suradnice daného bodu. Sposob priradenia je zndzorneny na obrazku 11.1, resp.
11.2.

Fakt, Ze bod A ma stradnice a3, a,, as, budeme zapisovat’ A = [a;; ay; as].
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Obr. 11.1 Obr. 11.2

11.2 Vektory

~

-

5 Vektor je geometricky objekt, ktory je uréeny dizkou, smerom a orientaciou. MoZzeme si
ho predstavit ako orientovani usecku, t.j. useCku, na ktorej je vyznacCeny zaciatoCny a
koncovy bod. Pritom nesmieme zabudnut, Ze dve rdzne orientované usecky, ktoré maju
zhodnt dizku (t. j. velkost), smer aj orientaciu, predstavujd ten isty vektor, ide o dve rézne
umiestnenia toho istého vektora.

Suradnice vektora su stradnice jeho koncového bodu v takom umiestneni vektora, ked
zaCiatocny bod je zhodny so zaciatkom suradnicovej sustavy. Fakt, Ze vektor v ma stradnice
V1, Vo, V3 budeme zapisovat’ v = (Vq; Va; V3).
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Teda ak A = [a;; ap; as] a B = [by; by; bs], tak vektor so zafiatoénym bodom A a koncovym
bodom B ma suradnice (by — ai; b, — ay; bz — a3). Preto takyto vektor budeme oznacovat’
symbolom B — A.

Polohovym vektorom bodu A rozumieme vektor A — O, kde O = [0; 0; 0]
DiZka vektora v je vzdialenost’ jeho zagiatoéného a koncového bodu a oznacujeme ju |v|. Pre
dizku vektora plati: V= [B—A|= (¢, =5 +(a, —b, ] +(a;— b, .

Jednotkovy vektor je kazdy vektor, ktorého dizka je rovna 1. Jednotkovy vektor orientovany
v kladnom smere 0si x oznacujeme I, jednotkovy vektor orientovany v kladnom smere osi y
oznacujeme j, jednotkovy vektor orientovany v kladnom smere 0si z ozna¢ujeme k. Vektory i,
J, k tvoria bazu trojrozmerného priestoru.
V d’alsom texte predpokladajme, Ze U = (Ug; Uz; Ug) @V = (V1] Vo; V3).
Skalarny nasobok vektora v ¢islom ¢ je vektor c-v, pricom:
1. dizka vektora cv je |c|-nasobkom dizky vektora v,
2. obidva vektory v aj c-v maji rovnaky smer,
3. a) akc>0,tak vacvmaji zhodnl orientaciu,

b) akc <0, tak v a cv maju opacnti orientaciu,

c) akc=0,takcv=0.
Namiesto c'v budeme niekedy pisat’ krat$ie cv. V suradniciach: cv = (Cvy; CVy; CV3).
Vektor (— 1)-v nazyvame vektor opacny k vektoru v a ozna¢ujeme — V. V stradniciach:

—V = (= Vq; —V2; —V3)

Plati: Dva nenulové vektory st rovnobezné prave vtedy, ak jeden znich je skalarnym

nasobkom druhého. Je to prave vtedy, ak podiely ich prvych, druhych aj tretich stradnic st
zhodné.

Sucet vektorov uavje vektor u + v, ktory mozeme znazornit' ako
uhloprie¢ku v rovnobeZniku so stranami tvorenymi vektormi U av,
pri¢om jeho orientacia je znazornena na obrazku 11.3.

V suradniciach: U+ Vv =(uy+ Vi Uy + Vp; Uz + V3).

Rozdiel vektorov u a v v tomto poradi je vektor u —v =u + (- V).

Ak mame dva vektory u a v, tak vyraz cu + dv, kde c, d sa 'ubovol'né
Obr. 11.3 realne Cisla, je linearna kombinacia vektorov u a v.

Podobne, ak mame tri vektory u, v a w, tak vyraz cu + dv + ew, kde c, d, e st 'ubovol'né
realne Cisla, je lineArna kombinacia vektorov u, v a w. Cisla ¢, d, e v linearnej kombinécii
nazyvame koeficienty linearnej kombinacie. Pre kazd(i konkrétnu hodnotu koeficientov
dostavame konkrétny vektor.

Plati: Ak mame dané v rovine dva nerovnobezné vektory, tak kazdy vektor tejto roviny sa da
jednoznacne vyjadrit’ v tvare linedrnej kombinacie dvoch danych vektorov. Ak médme dané
Vv priestore tri vektory, ktoré nelezia vSetky v jednej rovine, tak kazdy vektor v priestore sa da
jednoznacne vyjadrit’ v tvare linearnej kombinacie tych troch danych vektorov.

V doésledku toho kazdy vektor sa da napisat’ v tvare linearnej kombinacie vektorov bazy:
u=ugi+uyj+usk.
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V tomto vyjadreni su koeficienty kombinacie zhodné so suradnicami vektora, teda plati

U=ui+ Uy + usk prave vtedy, ak u = (ug; Uy; Ug).

Skalarny sucin vektorov u a v je ¢islo u-v = |u| |v| cos (u, V).

V stiradniciach: U-V=UpVs+ UpV2 + U3Va.

Z definicie skalarneho sucinu a z vlastnosti funkcie kosinus vyplyva:
» Uu-v>0 prave vtedy, ak uhol vektorov U av je ostry,
» u-v =0 prave vtedy, ak uhol vektorov u a Vv je pravy,

» U-v <0 prave vtedy, ak uhol vektorov u av je tupy.

Uhol vektorov u a v, ktorych suradnice pozname, mézeme vypocitat’ pomocou vzt'ahu

uv, + u,v, + UV

cos(u, v) = 2 2 2 2 2 2
\/Lll +u2 +u3 ‘\/Vl +V2 +v3
Vektorovy sucin vektorov u a v je vektor u X v, ktory je ureny nasledovne
» |uxv|=|u||v|sin (u,v),
» jeho smer je kolmy na smery obidvoch vektorov u aj v,

» orientovany je tak, ze usporiadana trojica vektorov (U; V ; U X V) tvori pravotocivi
ststavu vektorov (obr. 11.4).

Pomocou suradnic:
i j k
UXV=ju, u, u
Vi v Vs
Poznamenajme, Ze geometricky vyznam prvej podmienky je ten, Ze dlzka vektorového sti¢inu

dvoch vektorov je rovna velkosti plosného obsahu rovnobeZznika vytvoreného tymito
vektormi (obr.11.6).

uxv

u u
v

VXU=—-UXV S =|u| |v| sin (u, v)
Obr.11.4 Obr. 11.5 Obr. 11.6
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Zmiesany sucin vektorov u, vaw je stéin (U X V) -w . Ako vidiet’ z definicie, zmieSany sucin
je cCislo, zavisiace od troch vektorov. Jeho geometricky vyznam je ten, ze jeho absolitna
hodnota je rovna velkosti objemu rovnobeznostena vytvoreného tymito tromi vektormi
umiestnenymi v spolo¢nom zaciatku.

V=|(uxv) w|

u

Obr. 11.7
u, U, U
Pomocou suradnic: uUxv)-w=\y v, v
wow, W

Smerovy vektor priamky p je kazdy vektor rovnobezny s priamkou p. Normalovy vektor
priamky p je kazdy vektor kolmy na priamku p.

Smerovy vektor roviny a je kazdy vektor rovnobezny s rovinou o. Normalovy vektor
roviny a je kazdy vektor kolmy na rovinu a.

Poznamenajme, Ze ak niektory vektor je smerovym alebo normélovym vektorom priamky
alebo roviny, tak aj jeho 'ubovolny nenulovy skalarny nasobok je taky.

To znamena, Ze kazdad priamka alebo rovina mé4 nekone¢ne vela smerovych a normalovych
vektorov. Dolezité vsak je, ze

» ak mame ur¢enu priamku v rovine, tak smery jej normalového a smerového vektora
su jednoznacne urcené,

» ak mame uréenu priamku v priestore, tak Smer jej smerového vektora je jednoznaéne
urceny, avSak ma nekonecne vel’a normalovych vektorov réznych smerov,

» ak mame ureni rovinu v priestore, tak smer jej normalového vektora je
jednoznacne urceny, avsak ma nekonecne vela smerovych vektorov roznych
SMerov.

11.3 Rovnice rovinnych utvarov

~

-

ET Vo vSeobecnosti rovnica rovinného utvaru je rovnica s dvomi nezndmymi X a Yy, ktora
urcuje tento Utvar spéosobom nazvanym v uvode kapitoly ako pravidlo:

Lubovol’ny bod X = [X; y] roviny leZi v danom utvare prave vtedy, ak jeho siradnice X
ay spliaju rovnicu utvaru.
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Sposob, akym ziskame rovnicu Utvaru, zévisi od toho, aké informécie o utvare mame
k dispozicii. V réznych situaciach dostavame rézne typy rovnic.
11.3.1 Rovnice priamKy v rovine

Normadlova rovnica priamky

%7 Predpokladajme, ze pozname suradnice jedného bodu X, danej priamky a niektory jej
normalovy vektor n. Potom l'ubovolny bod roviny X lezi na danej priamke prave vtedy, ak
vektory X — Xp a n st navzdjom kolmé. Na zaklade uvedenych vlastnosti skalarneho sucinu
dostavame normalovu rovnicu priamky:

(X=Xp)'n=0.
Ak tato rovnicu rozpiSeme v suradniciach, dostaneme vSeobecnu rovnicu danej priamky.
Vieobecnd rovnica priamky Vv rovine je rovnica v tvare
ax+by+c=0,kdea, b, c surealne ¢isla.
Geometricky vyznam tychto realnych ¢isel je ten, ze n = (a ; b) je norméalovy vektor priamky

a cCislo —C je rovné skalarnemu sucinu polohového vektora l'ubovolného bodu priamky
s normalovym vektorom (a; b), t. j., ak X je 'ubovol'ny bod priamky, tak (X — O)-n = —.

Poznamenajme eSte, Ze Cislo |c| je priamo Umerné vzdialenosti priamky od zaciatku
suradnicovej sustavy.

Polroviny uréené touto priamkou maju nerovnice

ax+by+c<0Oaax+by+c>0.

Smernicovd rovnica priamky je rovnica v tvare
y = kx + q, kde k, q st realne ¢isla.

Cislo k nazyvame smernica priamky a je rovné tangensu uhla priamky s kladnym smerom
0si X. Smernica priamky vyjadruje relativnu zmenu zavislej premennej y pri zmene nezavislej
premennej x. Cislo ¢ je y-ova suradnica prieseénika priamky s osou y. Rovnica priamky so
smernicou k prechadzajiica bodom [Xo; Yo] je

Y — Yo = K(X — Xo).

Smernicovy tvar rovnice priamky nemozno vyjadrit,, ak je priamka rovnobeznd s 0sou y.

Parametrické rovnice priamky

Ak pozname jeden bod Xp priamky a jej smerovy vektor S, tak 'ubovolny bod X lezi na dane;j
priamke prave vtedy, ak vektory X — Xo a S sl navzajom rovnobezné. Potom ale existuje
realne ¢islo t (jednoznacne uréené bodom X), pre ktoré plati:

X—Xg=ts.
Ak tato rovnicu rozpiSeme pomocou stradnic, dostdvame parametrické rovnice priamky:

X=Xo+S1t y=yo+5s,t, kdetje redlne Cislo.

Cislo t sa vola parameter, Xo = [Xo; Yo] je niektory bod priamky a s = (S1; Sp) je smerovy vektor
priamky. Parametrické rovnice tejto priamky sa tiez piSu vo vektorovom tvare

[x; y] = [Xo + s1 t; Yo + S2 t], kde t je redlne &islo.
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Polpriamka uréena bodom Xg = [Xo; Yo] a smerovym vektorom s = (S;; Sp) ma parametrické
rovnice

[ Y] = [Xo + S1t; Yo + sz ], kde te (0,00).

Use¢ka AB, kde A = [a;; a,] a B = [b1; bo] mé parametrické rovnice

[x; y] = [as + t (b1 — &1); @ + t (0, — &2)], kde te (0,1).

Stred usecky
Nech usecka AB ma koncové body A = [a;; az] a B = [by; by], potom pre jej stred S plati:
S= A+ 5B ,teda S = [—al ;rbl (LT ;bz} :

Tazisko trojuholnika

Nech st A = [a;; @], B = [by; by] a C = [cy; ¢2] vrcholy trojuholnika ABC. Potom pre jeho
_A+B+C _[a +b +c, a,+b +c}
- tedaT=|2 179 .% 2 2 |

tazisko plati: T ;
3 3

Usekovy tvar rovnice priamky

Nech priamka pretina os X v bode P = [p; 0] aos y v bode Q = [0; q]. Potom ¢isla p aq
nazyvame usekmi, ktoré priamka vytina na suradnicovych osiach X ay. Usekovy tvar rovnice
priamky je

X

— X — 1 ,

p q
kde ¢isla p a q st rozne od nuly. Rovnicu priamky, ktora prechadza zaciatkom suradnicovej
sustavy alebo je rovnobeznd s niektorou zo stradnicovych osi pravouhlého stradnicového
systému nemozno vyjadrit’ v isekovom tvare.

11.3.2 Rovnice kuzZeloseciek

~

%7 KuzZelosecky su rovinné utvary, ktoré moézu vzniknut prienikom rotaénej kuzelovej
plochy aroviny. Delime ich na pravé (kruznica, elipsa, hyperbola, parabola) a nepravé
(prazdna mnozina, jeden bod, jedna priamka, dvojica rovnobeZiek a dvojica roznobeziek).

Vseobecnd rovnica kuzelosecky je Ax* + By* + Cx+Dy+ E =0, kde aspoii jeden koeficient
A alebo B je r6zny od nuly a osi simernosti kuzel'osecky lezia na stiradnicovych osiach alebo

su s nimi rovnobezné.
Kruznica

Je to mnozina vSetkych bodov roviny, ktoré maju od pevného bodu roviny rovnaku
vzdialenost’. Pevny bod je stred kruZnice S a rovnaka vzdialenost’ je polomer kruznice r > 0.

Zapis:  {k=(S,r)={X € E,, |X,S|=r}, kde r>0.

Nech S =[m;n] je stred kruznice v kartezianskej suradnicovej sustave a bod X =[x; y] je
I'ubovol'ny bod kruznice, potom:



Matematicky kufrik

Stredovy tvar rovnice kruZnice: (x - m)2 + (y - n)2 =r?

V¥eobecny tvar rovnice kruznice: Ax*+By*+Cx+Dy+E=0, kde A4#0, B=0,
A=B avyraz C* + D’ —4EA4 >0.

Elipsa

Nech 'F, ?F st rozne body v rovine, také, ze ‘IF ’F ‘ <2a, a>0. Mnozinu vsetkych bodov

roviny, ktorych suéet vzdialenosti od bodov 'F, °F je rovny 2a, nazyvame elipsa. Body 'F, °F
su ohniska elipsy a 2a je velkost’ hlavnej osi.

Zipis: €= X eE,|X F|+|X F|=2a} kde a>0, | F ’F|<2a.
y
C
2 b

Obr. 11.8

'F, 2F — ohniska elipsy,

A, B — hlavné vrcholy,

C, D — vedlajsie vrcholy,

o = AB — hlavna 0s,

20 = CD - vedrajsia os,

a= |SA| = |SB| — velkost’ hlavnej polosi,

b= |SC| = |SD| — vel’kost’ vedlajsej polosi,

YV YV V VVVVY

e= ‘S 1F‘ = ‘S ZF‘ — excentricita,
> excentricitu e vypoditame zo vztahu e =va® —b*, a>b>0.
Nech X = [x;y] je l'ubovol'ny bod elipsy a S = [m,n] je stred elipsy.

Stredovy tvar rovnice elipsy:

x—my (y-ny
oy

‘o x

ofly
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Veobecny tvar rovnice elipsy: AX* +By*+Cx+Dy+E=0, kde A#B, 4-B>0
avyraz BC* + AD* —4ABE >0.

Hyperbola

Nech 'F, F su dva rozne body roviny a ‘IF °F ‘ >2a > 0. Mnozinu v§etkych bodov roviny,

ktorych absolitna hodnota rozdielu vzdialenosti od bodov 'F, °F je rovna 2a, nazyvame
hyperbola.

Zipis:  H= X<k, ~ 24, 'F °F|>2a>0.

X ‘F\ - \X ZF\

y

Obr. 11.9
'F, 2F — ohniska hyperboly,
A, B —hlavné vrcholy hyperboly,
'o = AB — hlavna 0s,
a= |SA| = |SB| — vel'kost” hlavnej polosi,

e= ‘S 1F‘ = ‘S ZF‘ —excentricita, e=va*+5b*, a>b>0,

YV V YV V VY

b=+e*—-a® — velkost vedlajsej polosi,
> 'a,’a —asymptoty hyperboly.

Smery, v ktorych kazd4 priamka ma s hyperbolou najviac jeden spolo¢ny bod, nazyvaju sa
asymptotické smery hyperboly. Priamky tychto smerov, ktoré nemaju s hyperbolou ani jeden
realny spolo¢ny bod, nazyvame asymptoty hyperboly.

Nech X = [x;y] je l'ubovol'ny bod hyperboly a S = [m,n] je stred hyperboly.

Stredova rovnica hyperboly:

(x-mf (y-nf _,
a’ b?

ak "o

ak ‘o||y -

Rovnice asymptot:
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10||X y—n=%— (x—m),
a
ofly yon=t(x=m).
VSeobecna rovnica hyperboly: AX* +By* +Cx+Dy+E=0,kde A=B a 4-B<0.

Parabola

Dana je priamka d a bod F, ktory na nej nelezi. Mnozina vSetkych bodov roviny, ktorych
vzdialenost’ od bodu F a od priamky d je rovnaka, sa nazyva parabola.

Zapis:  P=1{XeE,, |XF|=|xd|}, kde F ed.
4 d
V, V F
p/2 | p2 \\
0 | v, X
Obr. 11.10

V —vrchol paraboly,
F — ohnisko paraboly,
0 =VF - os paraboly,
d — riadiaca priamka,
> p=|FD| — parameter paraboly, kde D ed no.

Nech X =[x;y] je 'ubovolny bod paraboly a ¥ =[v,;v,] je vrchol paraboly.
Vrcholova rovnica paraboly:

ak 0 ”X (y—v2)2=i2p(x—vl) ’

ako||y (x—v1)2=_2p(y—v2).
VSeobecna rovnica paraboly:

AX* +By* +Cx+Dy+E=0,kde A#0,B=0,D#0aleboA=0,B#0,C#0.
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11.4 Analytické vyjadrenia vzdagjomnych poloh linedrnych a kvadratickych
utvaroy

~

-

@ Vzajomna poloha bodu a priamky:
» ak bod [xo; Yo] patri priamke, jeho siradnice vyhovuji rovnici (rovniciam) priamky,
» ak bod [xo; Yo] nepatri priamke, jeho stiradnice nevyhovuju rovnici (rovniciam) priamky,

Ak bod [Xo; Yo] nepatri priamke ax + by + ¢ = 0, tak jeho vzdialenost’ od priamky ur¢ime
podl'a vzt'ahu:
3 |ax0 + by, + c|
) Ja +p*
Vzajomna poloha dvoch priamok:
» urcenych smernicovymi rovnicami p:y=kix+qraq:y=k.x+qy
a) priamky su rovnobezné, ak k1 = k,a q; Q2 ,
b) priamky st splyvajuce (totozné), ak k; = ky a g1 = Qp,
C) priamky su roznobezné, ak k; # kz,
d) priamky st na seba kolmé, ak kj -k, = —1.

» urcenych parametrickymi rovnicami p : X = a; + tu;, y = a; + tup, kdet € R
ag:x=by+svy,y=by+svy,, kdes e R

a) priamky su rovnobezné, ak (Us; Up) = K- (v1; V2) a [a1; @z] # [b1; b2] + ¢+ (ug; up), kde ¢ #0,

b) priamky st splyvajtce (totozné), ak (Us; Uz) = K- (v1; Vo) a [a1; @z] = [by; bo]+c - (u1; up), kde
c#0,

C) priamky su roznobezné, ak (Up; Up) # K- (v1; Vo),
d) priamky st na seba kolmé, ak u; vy +uyv, = 0.

> urcenych v§eobecnymi rovnicami p: a;Xx + byy +c; =0aq: axx + by + ¢; = 0 pricom
ay, by, €1, @z, by, €2 € R, (ag; b1) #(0; 0), (az; b2) #(0; 0)

a) priamky su rovnobezné, ak a; : @, = by : by #¢C1 1 Cy,
b) priamky su splyvajtce (totozné), ak a; : @, = b1 : by =¢1: ¢y,
¢) priamky su r6znobezné, ak a; : a; # by : by.

> jedna je urcena parametricky q : X = a; + tu;, y = a, + tu,, t € R a jedna vSeobecne
p:ax+by+c=0,a,b,ceR,(ab)#(0;0)

za X a Yy dosadime z parametrickych rovnic q do vSeobecnej rovnice p a podla poctu rieSeni

uréime vzajomnu polohu:

a) priamky su rovnobezné, ak rovnica nema riesenie,
b) priamky su splyvajuce, ak ma rovnica nekonec¢ne vela rieSeni,

c¢) priamky su rovnobezné, ak ma rovnica jedno rieSenie.
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/E?TUhol dvoch priamok

Uhol ¢ dvoch priamok je ostry alebo pravy. Ur¢ime ho ako uhol smerovych vektorov Si, S;

M S . S 14 7 I .
tychto priamok cosg = ||sl| |s2| , resp. normalovych vektorov nj, ny tychto priamok
1 2
n -n . , , k —k
cosQ = M , alebo pomocou ich smernic ki, ko zo vztahu tge = |——2.
|n1| |n2 1+ kk,

Vzajomna poloha priamky a kuZelosec¢ky:

Ak je priamka danad vSeobecnou rovnicou p:ax+by+c=0 akuzelosecka rovnicou
Ax*+ By’ +Cx+Dy+E =0, potom rieS§ime sistavu dvoch rovnic s dvoma neznidmymi.
Z linearnej rovnice vyjadrime Yy resp. X a dosadime do rovnice kuzeloseCky. Dostaneme

kvadraticktl rovnicu tvaru 4, x* + B, x+C, =0, resp. 4,y>+B,y+C, =0 s diskriminantom
D4, resp. D,.

O vzajomnej polohe priamky a kuzel'osecky pre i = 1, resp. 2 plati:
» A #0A D, =0=existuje jediné realne rieSenie, priamka a kuzel'osetka maju spolo¢ny
prave jeden bod a priamku p nazyvame doty¢nicou kuzel'osecky,

» A #0A D, >0=existuju dve rozne redlne rieSenia, priamka a kuzel'osecka maji dva
spolo¢né body a priamku p nazyvame se¢nicou kuzel'osecky,

> A #0AD, <0= neexistuje ziadne rieSenie v R, priamka akuzelosecka nemajt
spolo¢né body a priamku p nazyvame nese¢nicou kuzel'osecky,

» A =0AD, #0= existuje jediné redlne rieSenie, priamka a kuzel'osecka maju spolo¢ny
prave jeden bod a priamku p nazyvame se¢nicou kuzel'osecky (tento pripad moze nastat’

len u hyperboly — ak je priamka rovnobezna s niektorou asymptotou alebo u paraboly — ak
je priamka rovnobezna s osou paraboly).

~

-

5 Rovnice dotycnic ku kuZeloseckam
Nech bod 7 = [xo ; yo] je dotykovym bodom a
» kruznica je dana rovnicou (X - m)2 + (y - n)2 =r?, potom jej dotyénica ma rovnicu:

2

(x=m)(xy —m)+(y =) (yo —n)=r",

2 2
» elipsa je dana rovnicou (X ; gn ) + (y ;Zn) =1, potom jej dotyCnica ma rovnicu:
(x - m)(xo - m) (y - n)(yo - ”) —1
a’ i b’ ’
2 2
> elipsa je dana rovnicou (x — m) + (y — n) =1, potom jej doty¢nica ma rovnicu:

b? a’
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(r=m)sy =) (r=n)rg=n) _,

b’ a’ ’
- (x=m)* _(y-n)’
» hyperbola je dana rovnicou PER— =1, potom jej dotyCnica ma rovnicu:
(r=m)y—m)_(r=n)rg=n) _,
a’ b’ ’

(x—m)’

(y—n)

> hyperbola je dana rovnicou — 2 + == 1, potom jej dotyCnica ma rovnicu:
_ (x_m)(xo —m)+ (y_n)(yo _n) —1
b’ a’ ’

> parabola je dan4 rovnicou (y —v, )’ =+2p(x —v,), potom jej dotyénica ma rovnicu:
(v =v) =) =£p(x +x,-2v),

> parabola je dan4 rovnicou (x—v,f =+2p(y —v, ), potom jej dotyénica ma rovnicu:
(x=v)(x, =) =2p(y+ 1, —2v,).

Poznamka. Ak zistujeme vzajomnu polohu dvoch kuzeloseciek, tzn. hl'adame ich spolocné
body, tak riesime sustavu dvoch kvadratickych rovnic s dvoma nezndmymi, krivky mézu mat’
najviac 4 spolo¢né body. (Priklad: vzajomna poloha 2 kruznic — vhodnym s¢itanim ndsobkov
ich rovnic dostdvame priamku, d’alej postupujeme, ako v pripade vzajomnej polohy kruznice
a priamky.)

11.5 Rovnice utvarov v priestore
Rovnice roviny

Normalova rovnica roviny

a

-

%7 Podobnou tvahou ako pre priamku v rovine dostdvame normélovu rovnicu roviny
uréenej bodom Xg a normalovym vektorom n

(X=Xp)*n=0.
Ak st stradnice normalového vektora n = (a; b; ¢) a uréujiiceho bodu P = [Xo; Yo; Zo], tak
rozpisanim do siradnic dostdvame

a(X—Xp) +b(y—yo)+c(z—-2)=0.

Po tprave dostdvame v§eobecnu rovnicu roviny.

VSeobecna rovnica roviny je rovnica v tvare

ax+by+cz+d=0,kdea, b, ¢, dstrealne ¢isla a (a; b; ¢) # (0; 0; 0).
Ich geometricky vyznam je podobny ako vo vSeobecnej rovnici priamky v rovine. Vektor
n=(a; b; ¢) je normalovy vektor roviny a¢islo — d je rovné jeho skalarnemu stacinu
s polohovym vektorom 'ubovol'ného bodu roviny.
Polpriestory urcené touto rovinou maji nerovnice

ax+by+cz+d<0 aax+by+cz+d>0.
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Poznamenajme, Ze rovnicu roviny sme mohli tiez hl'adat’ podobnym spdsobom ako rovnicu
priamky danej dvomi bodmi, t. j. dosadenim suradnic danych bodov do vSeobecnej rovnice
roviny a rieSenim sustavy linedrnych rovnic.

Ind mozZnost’ je zalozend na nasledujucej tivahe. Predpokladajme, Zze mame najst’ vSeobecnu
rovnicu roviny urcenej tromi bodmi A = [Xo; Yo; Zo], B = [X1; Yy1; 1], aC = [Xo; V2; 23]
Lubovolny bod X = [X; y; z] leZi v tejto rovine prave vtedy, ak trojica vektorov X — A, B — A
a C — A umiestnend v spolocnom zaciatku A lezi v tej istej rovine. To plati prave vtedy, ak
tieto vektory nevytvoria skutocny rovnobeznosten, ale jeho priemet do roviny, inak povedané
objem vytvorené¢ho rovnobeznostena bude 0. Pouzitim vztahu pre zmieSany sucin dostdvame

X=Xy Y=Yy Z72

X\—X, VN—Yy 7 —%|=0.

Xo=X =V 2272

Usekovy tvar rovnice roviny

Nech rovina a pretina os x v bode P = [p; 0; 0], os y vbode Q = [0; g; 0] aos z v bode
R = [0; 0; r]. Potom pod usekovou rovnicou roviny a rozumieme rovnicu

Tidiion

p q r

Ak je niektoré Cislo ztrojice p, g, r rovné nule, tak je rovina rovnobezna s prislusnou
suradnicovou osou. Rovina prechadzajuca zaciatkom suradnicovej sustavy nema usekovy tvar
rovnice.

Parametrické rovnice roviny

Ak pozname jeden bod roviny X a tiez jej dva nerovnobezné smerové vektory r a s, tak
I'ubovolny bod X priestoru lezi v danej rovine prave vtedy, ak vektor X — X je linearnou
kombinaciou vektorov r a s. To znamena, Ze existuju také realne ¢isla t a u, Ze plati

X—Xo=tr+us

Rozpisanim tejto rovnice v suradniciach dostdvame parametrické rovnice roviny urcenej
bodom Xo = [Xo; Yo; Zo] a smerovymi vektormi r = (ry; rp; r2) as = (S1; S2; S2)

X=Xg+tr+usy,

Y =VYo +tro +Usy,

Z7=2729+trz3+Uuss.
V tychto rovniciach parametre t a U si l'ubovol'né realne ¢isla. Poznamenavame, Ze vo vicSine

pripadov je praca s parametrickymi rovnicami roviny dost’ komplikovana, a preto sa prakticky
menej pouzivaju.

Rovnice priamky

Parametrické rovnice priamky v priestore su analogické rovniciam v rovine. Ich vektorovy
tvar pre priamku uréent bodom Xo = [Xo; Yo; Zo] @ smerovym vektorom S = (S3; Sp; S2) je

[X; y; 2] = [Xo + tS1; Yo + tS2; Zo + tsg], kde t € R.

Priamka v priestore nemé vSeobecnu rovnicu, pretoze v priestore nie je mozné jednoznacne
urCit’ smer jej normalového vektora.
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Rovnica gulovej plochy
GuPlova plocha uréena stredom S = [X; Yo; Zo] @ polomerom r ma rovnicu

(X —X0)* + (y —Yo)* + (2~ 20)° = °.
11.6 Analytické vyjadrenia vzajomnych poloh priamok a rovin v priestore

Vzajomna poloha dvoch priamok:

féjNechp:x:a1+tu1,y:a2+tu2,z:a3+tu3, kdet e Raqg:x=by+svy,y=Dhby+5svy,
Z=hs+svs kdes e R:

a) priamky su rovnobezné, ak
(U1; Ug; Ug) = K+ (v1; Vo; V3) @ [ag; @p; @3] # [b1; b; ba] + ¢+ (Us; Ua; Ug), kde ¢ #0,
b) priamky su splyvajtce (totozné), ak
(Ug; Up; Ug) = K= (v1; V2; V3) @ [ag; @p; az] = [by; by; bs] + ¢+ (us; Ug; u3), kde ¢ # 0,
C) priamky su roznobezné, ak (Uy; Up; Us) # K+ (V1] V2; V3)
a (b1 —as; by — ag; by —az) = €1+ (Ug; Uz; Us) + Ca+ (V1; Vo; V3), kde (Cy; C2) # (0; 0),
d) priamky st mimobezné, ak (Ug; Up; U3) # K+ (V1; Vo; V3)

a (b1 —as; by —ay; bz —as) # 1+ (Ug; Ug; Us) + Ca+ (V1; Vo; V3), Kde (Cy; C2) # (0; 0).

Uhol dvoch priamok v priestore

Uhol priamok v priestore ur¢ime podobne ako uhol priamok v rovine, ak lezia obe priamky
V jednej rovine, pomocou ich smerovych vektorov (Us; Up; U3) @ (V1] Vo; V3).

|ulv1 +u,yv, + u3v3|

COSQ@ =
¢ \/ 24 24,2 \/ 242 12
Uy TUy; TU "V TV, TV

Pre zistenie uhla dvoch mimobeznych priamok zostrojime l'ubovolnym bodom priestoru
priamky rovnobezné s oboma mimobeZzkami a uhol tychto réznobeZziek je hl'adanym uhol
danych mimobeziek.

Obr. 11.11

Vzajomna poloha dvoch rovin:
Nech a:a,x+b y+cz+d =0 a p:a,x+b,y+c,z+d, =0 st vieobecné rovnice tychto
rovin, potom

a) roviny st rovnobezné, ak a; : a; = by : b, = ¢y : ¢ #d; : da, nemaju spoloény bod,
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b) roviny su splyvajlice (totozné), ak a3 : a, = by : b, = €1 : ¢ = dp : dp, vSetky body maju
spolo¢né,

C) roviny su roznobezné, ak (az; az; az ) # K- (b1; by; bs), kde k € R — {0}, maja spolo¢né body
jednej priamky.
Uhol dvoch rovin

Uhol dvoch rovnobeznych rovin je nulovy uhol. Uhlom dvoch réznobeznych rovin sa nazyva
uhol dvoch priamok, ktoré lezia v danych rovinach asu kolmé na spoloénii priamku

(priese¢nicu) danych rovin.

(el

Obr. 11.12

Pre vypocet vel'kosti uhla dvoch rovin pouzijeme nasledovné tvrdenie:
Uhol dvoch rovin sa rovna uhlu dvoch priamok kolmych na dané dve roviny.

Teda uhol dvoch rovin vypoc¢itame pomocou ich normalovych vektorov n, a ng.

In, -nyl

|na| ‘nﬁ"

cosQ =

Vzajomna poloha priamky a roviny:
Nech p: X = Xg + tS1, Y = Yo + 1Sy, Z = 2o + tS3, kde t € R st parametrické rovnice priamky
aa:ax+by+cz+d=0 je vieobecna rovnica roviny, potom

a) priamka p lezi v rovine o, ak as; + bs, + cs3=0aaxo + byg+ czo + d =0, t. j. smerovy
vektor s = (S1; S2; S3) priamky p je kolmy na normalovy vektor n = (a; b; c) roviny o a bod
Xo = [Xo; Yo; Zo] priamky p lezi v rovine a , vSetky body priamky leZia v rovine,

b) priamka p je rovnobezna s rovinou a , ak as; + bs, + csg=0aaxg + byo+czy+d #0,
nemaju spolo¢ny bod,

c) priamka p je réznobezna s rovinou « , ak as; + bs, + ¢s3z # 0, maja spolo¢ny jeden bod
(priesecnik).
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Poznamka. Pri rieSeni zvyCajne dosadzujeme parametrické rovnice priamky do vSeobecnej
rovnice roviny. Vzajomnu polohu priamky aroviny potom uréime podla poctu rieSeni
vzhl'adom na neznadmu t takto vzniknutej rovnice. Ak mé rovnica jedno rieSenie, potom su
roznobezné, ak ma nekonec¢ne vela rieSeni, potom priamka lezi v rovine, ak nema riesenie,
potom su rovnobezné.

Uhol priamky a roviny

Uhol priamky s rovinou, ak nie st navzajom kolmé, nazyvame uhol priamky s jej kolmym
priemetom do danej roviny. Uhol priamky s rovinou, ak st navzajom kolmé, je pravy. Uhol

vypocitame pomocou smerového vektora S = (S1, S, S2) priamky a normalového vektora
n = (a; b; ¢) roviny.

|sla+s2b+s3c|

\/s12+522+s32 Na +b +J

sing =

Obr. 11.13

Vzdialenost’ bodu od roviny

Vzdialenost’ bodu od roviny nazyvame vzdialenost’ daného bodu od jeho kolmého priemetu
do danej roviny. Ak bod lezi v rovine, vzdialenost’ sa rovna nule.

Nech je bod X dany stradnicami X = [Xo; Yo; Zo] @ rovina p dana vSeobecnou rovnicou
prax+by+cz+d=0, potom pre vzdialenost bodu X od roviny p plati:

|ax0 +by,+cz, +a’|

Ja +b* + ¢

P, X|=

Kapitola bola spracovana podl'a literatary [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [11], [12], [13],
[17], [18], [20].
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12 Kombinatorika

@ Kombinatorika je sucast matematiky, ktora Studuje (spravidla) kone¢né mnoziny
objektov, ktoré vyhovuju zadanym kritéridm a zaoberd sa najmi ,,poCitanim“ objektov v
tychto mnozinach a rozhodovanim, ¢i isté objekty a mnoziny objektov vobec existuju.
Typicky priklad, na ktory kombinatorika vie ndjst’ odpoved’, je takyto: Aky je pocet vSetkych
usporiadani balicka 52 hracich kariet?

Nech je dana kone¢nd neprazdna mnozina, ktora ma n prvkov, n € N. Ztejto mnoziny
budeme vytvarat’ skupinky a budeme si klast’ otazky:

a) ¢isa prvky v danej skupinke opakuju alebo sa neopakuju,
b) ¢i zmenou poradia vznikne novy objekt, t. j. ¢i na poradi prvkov zalezi alebo nezalezi.

Ak ma konkrétna skupinka K prvkov, ktoré nejakym spdsobom usporiadame, hovorime
0 usporiadanej k-tici.

Poznamka: V nasledujicich vyrazoch sa Citatel bude cCasto stretavat’ s pojmom faktorial
kladného celého cisla n, ktory oznacuje stcin vSetkych kladnych celych ¢isel mensich alebo
rovnych n. Zapisuje sa n! a ¢ita sa ,,n-faktorial®.

Tedan!'=n-(n-1)-(n-2)-(n-3)...3-2-1.

Napriklad: 5! =5:4-3-2-1=120

Samostatne je definovany 0-faktorial: 0! = 1.

12.1 Varidacie bez opakovania

~

-

@ Variacie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania su vSetky usporiadané k-tice z tejto n-
prvkovej mnoziny, pricom Kk < n a vsetky prvky k-tice si navzajom rézne. Kazdé dve
usporiadané k-tice sa liSia usporiadanim svojich prvkov, t. j. zalezi na poradi prvkov.

Pocet variacii k-tej triedy z n prvkov bez opakovania vypocitame zo vztahu

12.2 Permutdcie bez opakovania

N

5 Ak tvorime usporiadané n-tice z n-prvkovej mnoziny, pricom vSetky prvky n-tice st
navzajom rdzne, potom hovorime o permutdcidch bez opakovania, t. j. permuticie bez
opakovania st variacie bez opakovania pre n = Kk a teda tiez zalezi na poradi prvkov.
Na urcenie po¢tu permutacii bez opakovania dosadime do predchadzajuceho vzt'ahu n za k.

n

P(n)=V, (n)= nn! =n! = P(n)=n!

12.3 Kombinadcie bez opakovania

~

-

%7 Kombinacia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania je T'ubovolna Kk-prvkova
podmnozina n-prvkovej mnoziny. Je zrejmé, ze K < n. Pocet vSetkych kombinacii k-tej triedy
sa teda Casto vyuziva pri rieSeni tloh, kde je potrebné zistit’, kol'kymi spésobmi mozno vybrat
spomedzi n prvkov skupinku k prvkov, pricom nezalezi na poradi vyberu, t. j. ak zamenime
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poradie prvkov podmnoziny, mame stale tu isti kombinaciu. Poc¢et kombinacii k-tej triedy z n
prvkov bez opakovania vypocitame zo vztahu

n!
Cn)=——.
0 k(n—k)!
Pocet kombinacii k-tej triedy z n prvkov bez opakovania nazyvame tiez kombinacné Cislo,
L n! n
zapisujeme ho C,(n)=——-= a ¢itame n nad k.
Pt () k! (n—k)! (kj

Zakladné vlastnosti kombinacnych cisel:

n n
1. Pre kazdé neN plati: =( )=1
0 n
n
2. Pre kazdé n eN plati: 1 =n
!
3. Prekazdé k,neN a k <nplati: G P I
k) \n—-k) (n—k)k
n n n+1 —
4. Prekazdé k,neN a k < nplati: + = S I k
k k+1 k+1 k+1 k) k+1

Pascalov trojuholnik je schéma kombinaénych ¢isel, ktort mozeme takto zapisat’ — v kazdom
riadku sa prvé (posledné) kombinacné Cislo piSe o jedno miesto dolava (doprava) oproti
prvému (poslednému) kombina¢nému c¢islu v predchadzajicom riadku. Ostatné kombinacné
Cisla sa piSu medzi dve susedné Cisla predchadzajuceho riadku. Krajné ¢isla su 1 a kazdé
d’alSie ¢islo v schéme sa rovna suctu dvoch kombinacnych ¢isel z predchadzajiuceho riadku,
ktoré st nad tymto kombinacnym ¢islom.

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
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i

Binomicka veta — pre 'ubovolné a,b eR a pre kazdé n €N plati:

@by =" | +| " e o+ " a2t vt " 2ol T e | " e
0 1 2 n—2 n—1 n

Binomicky rozvoj (a+b)" ma n+1 sc¢itancov. Cisla vjednom riadku Pascalovho

trojuholnika su vlastne koeficienty rozvoja (a + b)n pre odpovedajuce n.

Pre k-ty élen binomického rozvoja (a + b)n plati: 4, = (kn J a”

12.4 Varidcie s opakovanim

L

@7 Kazdt usporiadant k-ticu prvkov vybrana z n-prvkovej mnoziny nazyvame variacia k-
tej triedy z n prvkov s opakovanim, ak mézeme prvky l'ubovolne vela krat zaradit' do k-tice
a kazdé dve usporiadané k-tice sa liSia usporiadanim svojich prvkov, t. j. zalezi na poradi
prvkov. Pri variaciach s opakovanim mézeme uvazovat k < n alebo k = n alebo k > n. Pre
pocet vSetkych usporiadanych k-tic s opakovanim plati:

Vie(n) =n*.

12.5 Permutdcie s opakovanim

a

-

ﬁﬁj Kazda usporiadand n-tica vytvorend z tychto n prvkov, pricom sa l'ubovolné prvky
zakladnej mnoziny v tejto n-tici mézu l'ubovolne krat opakovat’, sa nazyva permutacia z n
prvkov s opakovanim. Kazdé dve usporiadané n-tice sa liSia usporiadanim svojich prvkov, t. j.
zalezi na poradi prvkov. Pre pocet P’'(n) vSetkych permutacii z n prvkov s opakovanim plati:
n!
P'(n)= ——,
n!nyl..n!

kde n je pocet prvkov uvazovanej zakladnej mnoziny, z toho n; je pocet prvkov 1.druhu, n; je
pocet prvkov 2.druhu, ... , Nk je pocet prvkov k-teho druhu, pricom n; + ny, + ... + ng = n.
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12.6 Kombindcie s opakovanim

~

-

%7 Kazda k-prvkova podmnozina n-prvkovej mnoziny, v ktorej sa lubovolné prvky
vyskytuji P'ubovol'ne vela krat, sa nazyva kombinacia k-tej triedy z n prvkov s opakovanim.
Pri kombinaciach s opakovanim nezaleZi na poradi vyberu, t. j. ak zamenime poradie prvkov
podmnoziny, mame stale ti isti kombinaciu. Pri kombindciach s opakovanim mozeme
uvazovat’ kK < nalebo k = n alebo k > n. Pre pocet C'k (n) vSetkych k-tic z n prvkov plati:

k(n) = (m—]f_lj-

Kapitola bola spracovana podl'a literatary [1], [4], [7], [17].
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13 Pravdepodobnost’ a Statistika

13.1 Pravdepodobnost’

@ Pojem pravdepodobnost’ spdjame s nahodnymi udalostami, ktoré sa maju v buducnosti
odohrat’. Napriklad sa pokusame odhadnut’ tip na vysledok Sportového podujatia, tipujeme
Cisla v lotérii. Pravdepodobnost’ je redlne ¢islo, ktoré intuitivne chapeme ako kvantitativne
ohodnotenie stupna istoty.

Nahodny pokus je pokus, ktorého vysledok sa moze menit, napriek tomu, ze zachovavame
rovnaké podmienky pri vykonavani pokusu. Vysledok ndhodného pokusu je elementdrny jav.
Mnozina vSetkych elementarnych javov je zdkladny priestor. Podmnoziny zékladného
priestoru nazyvame nNdhodné javy. Nihodné javy oznacujeme velkymi pismenami,
napr. A, B, ....

Kazdy ndhodny pokus spiiia nasledovné predpoklady:

» pocet vSetkych vysledkov je kone¢ny alebo patri urcitému intervalu,

» vsetky vysledky st rovnako mozné,

» ziadne dva vysledky nemo6zu nastat’ si¢asne.

Pre pravdepodobnost’ P(A) nahodného javu A plati :

Pravdepodobnost’ P(A) kazdého javu 0<P(A)<1

Pravdepodobnost’ P(A) nemozného javu P (A) =0

Pravdepodobnost’ P(A) istého javu P(A=1

Operacie s nahodnymi javmi:

P(A)=1-P(A), kde opaény jav A nastava prave vtedy, ked nenastava jav A,

ak AnB =@, tak sa javy A a B navzajom vylucuju,

nech AN B # @, potom nastava prienik prave vtedy, ked’ nastanti oba javy A a B sti¢asne,
P(AnB) =P (A)-P(B) vtedy a len vtedy, ak st javy nezavislé,

AU B — zjednotenie javov nastava prave vtedy, ked’ nastane aspon jeden z javov A a B,

pre 'ubovolné javy A, Bplati P (AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB),

ak su javy A, B nezlucitel'né (disjunktné), ¢ize AN B =@, potom P (AU B) =P (A) + P(B),

ak AnB = 0 a AUB = S, kde S je zékladny priestor, potom P(AnB) = 0
aP(A)+P(B)=1.

YV V.V V V V VYV V

Klasicka definicia pravdepodobnosti
Pravdepodobnost’ javu A je Cislo P (A) = ﬂ, kde n je pocet vSetkych moznych vysledkov
n

nahodného pokusu a m je pocet vSetkych priaznivych vysledkov, t. j. vysledkov, pri ktorych
nastane jav A.
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Geometricka pravdepodobnost’

Ak m(A) je miera (velkost) mnoziny A a m(Q) je miera mnoziny Q, priom A cQ, potom
m(4)
n(Q)
jednotkach miery (diZky, obsahu, objemu, ...).

pravdepodobnost’ javu A je ¢islo P (A) =

, kde m(A), m(Q) su vyjadrené v rovnakych

Podmienena pravdepodobnost’

Pravdepodobnost’ P (A) nahodného javu A zavisi od podmienok, pri ktorych prebicha dany
pokus. Za stalych podmienok je tato pravdepodobnost’ konstantna. Ak sa zmenia podmienky
pokusu, pri ktorom nastava jav A, moze sa zmenit' aj jeho pravdepodobnost. Zaujima nas
pravdepodobnost’ javu A, ked’ sa zmenia podmienky pokusu v tom zmysle, ze vieme, ze jav B
uz nastal.

Pravdepodobnost’ javu A za podmienky, Ze jav B uZ nastal

Ak AB je jav podmieneny javom B, tak pravdepodobnost P(A|B) tohto javu sa nazyva
podmienena pravdepodobnost’ a definuje sa vzt'ahom:

pap)= PUNB) | omP@®) £ 0.

P(B)

Binomické rozdelenie pravdepodobnosti (Bernoulliho schéma)

Nech A je jav s pravdepodobnostou p. Potom pravdepodobnost, Ze pri n-nasobnom
opakovani pokusu za rovnakych podmienok, jav A nastane prave K - krat, je ¢islo

Pn(k) = (ijk(l—p)"k ,pricomk=0,1,2,..,n.

Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti

Predpokladajme, ze v sibore N prvkov ma m prvkov ur€iti vlastnost’. Potom N — m prvkov
tuto vlastnost’ nema. Zo suboru nahodne vyberieme n prvkov, bez toho aby sme ich vracali
spat’ do povodného suboru ( tzv. vyber bez opakovania). Pocet prvkov s danou vlastnostou,
ktoré boli vybrané do vyberu, je ndhodna premennd X, ktord mdze nadobudat’ hodnoty
z mnoziny {0, 1, 2, ..., n} a tvori hypergeometrické rozdelenie. Teda ak nahodna premenna X
ma hypergeometrické rozdelenie s parametrami N, m a n, potom pravdepodobnost, Ze
spomedzi n ndhodne vybranych prvkov ma tiito danu vlastnost’ prave K prvkov, je ¢islo

P(x:k)=w-
)

Hypergeometrické rozdelenie sa 1isi od binomického v tom, Ze je rozdelenim pri vybere bez
vratenia, t. j. ndhodne vybrané jednotky nevraciame spét’ do zdkladného stiboru a jednotlivé
opakované pokusy su zavislé od vysledkov predchddzajicich pokusov. U binomického
rozdelenia pravdepodobnost’ uspechu je rovnaka, kym u hypergeometrického rozdelenia sa
pravdepodobnost’ uspechu meni po kazdom pokuse. Ak je N pocet prvkov suboru velky
akapomer m : N sa nemenia, mdzeme hypergeometrické rozdelenie aproximovat
binomickym.
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Pravdepodobnosti zloZitych udalosti

Pri vypocte pravdepodobnosti zlozitejSich udalosti je Casto uzito¢né nasledujice pravidlo
oznacované nickedy ako veta o uplnej pravdepodobnosti.

Najskor vsak definujme pojem uplny systém vzajomne sa vylucujucich javov:

Uplny systém vzajomne sa vylutujucich javov nazyvame systém javov A, Ay, ... , A, ktoré
st po dvoch disjunktné, t. j. AinAj =@ pre i # ], a suCasne ich zjednotenie tvori isty jav, t. j.
Al A v ...UA=Q

Veta o uplnej pravdepodobnosti

Nech A;, Ay, .. , A tvori Uplny systém vzajomne sa vyluCujucich javov, teda ich
pravdepodobnosti spliiaju podmienky:

» P(Ai)>0prei=1,2, ..k,
k k

> P(UAiJ:ZP(Ai)zl.
i=1 i=1

Nech B je T'ubovolny jav, pre ktory podmienené pravdepodobnosti P(B|A;j) su pre kazdé
i zname. Potom pravdepodobnost’ javu B sa rovna

P(B) = P (BIA)-P(A).

1

Bayesova veta
Ak javy Aj, i =1, 2, ..., k tvoria uplny systém javov a B je 'ubovol'ny jav, potom pre vypocet
pravdepodobnosti javu A; podmienenej javom B plati:
P(A.)P\B|A.
P(A||B): - ( l) ( | 1) ]
P(4)P(Bl4)
=1

ﬂPoznémka. Bayesova veta sa nazyva aj veta o pravdepodobnosti hypotéz alebo veta
oinverzne] pravdepodobnosti. Je dosledkom zakladnych vlastnosti podmienenej
pravdepodobnosti. Nahodné javy A; (i = 1, 2, ... , k) v uvedenych vztahoch sa nazyvaja
hypotézami.

13.2 Statistika
13.2.1 Zakladné pojmy

@ Statisticky pristup k skiimaniu prirodnych a spologenskych javov sa zaklada na tom, Ze

tieto javy nepozorujeme na jednotlivom pripade, ale na celom dostato¢ne rozsiahlom stubore
pripadov. Tym jednak objavujeme zakonitosti, ktoré sa prejavujii az vo vacSich stiboroch,
jednak dostdvame spolahlivejSie podklady pre svoje rozhodnutia.

Jednotlivé pripady, na ktorych pozorujeme skiimané javy, nazyvame Statistickymi
jednotkami animi utvoreny subor nazyvame Statistickym suborom. Jednotky daného
stiboru skiimame z hladiska zvolenych znakov (napr. vek, hmotnost’, farba). Kazdy znak je
uréeny sustavou navzdjom nezlucitelnych javov (napr. chlapec — dievca), z ktorych jeden
nastava vzdy. Ur¢it hodnotu znaku znamena zistit, ktory z tychto javov nastal u danej

jednotky.
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Ak sa javy liSia kvalitou (napr. druh choroby, druh povolania, zrelost), hovorime
0 kvalitativnom znaku. Ak sa javy lisia kvantitou (Ciselnou velkostou), ako napriklad vek,
vyska postavy, hmotnost, hovorime o kvantitativnom znaku CciZe veliine. Zist'ovanie
hodndét zvolenych znakov v ur€itom Statistickom subore nazyvame Statistickym skimanim.
Hodnoty Statistického znaku oznacujeme X, X, .... , Xn.

Triedou nazyvame lubovolny ¢iastkovy subor skimaného Statistického stiboru zlozeny
z jednotiek, ktoré majui spolo¢ny urcity jav. Vytvorenie navzajom neprekryvajucich sa tried,
z ktorych kazda zodpoveda jednému z javov (jednej z hodnét) rozliSovanych pri danom
znaku, nazyvame triedenim podPa tohto znaku. Triedenie je teda usporiadanie dat do skupin
podrla urcitého Statistického znaku javu tak, aby ¢o najlepSie vynikli vlastnosti tohto javu.

Triedenie Statistickych znakov podla pocetnosti znaku x, :

» Rozsah statistického suboru je pocet prvkov Statistického suboru — mnoziny M,
ozna¢ujeme ho |M| =n.

> Absolitna pocetnost’ javu A; je Cislo, ktoré udava, kolkokrat bol tento jav zisteny
Vv stbore M, koT'kokrat sa vyskytuje hodnota znaku X;. Absolitnu pocetnost’ oznacujeme n;.

Nech teda n je rozsah suboru a ny, Ny, .... , Nk su absolutne pocetnosti javov Ay, Ay, ..., Ak,
potom plati:

n=ng+ny+nz+..+n
> Relativna pocetnost’ javu A; je podiel ﬂ, kde n; je absolatna pocetnost’ javu A;j a n je
n

rozsah suboru M. Pre relativne pocetnosti plati:

n n n
2434 +E=1.
n n n n

L)

Relativnu pocetnost’ nazyvame tiez Statisticka pocetnost. Pomocou relativnych pocetnosti
mozno porovnat, ktora udalost v danej sérii pokusov nastala castejSie a ktord
zriedkavejSie. Udalost’ s vacSou relativnou pocetnost'ou nastala CastejSie, ako udalost’
s menSou relativnou pocetnostou. Ak sa urobi viac sérii toho istého pokusu, mozno sa
presvedcit’, ze relativna pocetnost’ vykazuje Statistickt stabilitu, t. j. s rasticim poctom
pokusov relativna pocetnost’ koliSe stale v uzsich medziach okolo urcitej pevnej hodnoty.
Tato zakonitost’ sa vyuZziva pri definicii pravdepodobnosti.

> Kumulativna pocetnost’ javu A; sa ziska s¢itanim (kumulovanim) hodnot pocetnosti.
Udéava, kol'ko prvkov Statistického suboru ma hodnotu znaku mensiu, alebo rovnu danej
hodnote.

Rozdelenie absolitnych pocetnosti je mnoZina vysledkov Statistického skiimania, t. j. vSetky
ziskané hodnoty znaku a im odpovedajuce absolutne pocetnosti. Toto rozdelenie zaddvame vo
forme tabulky, ktori nazyvame tabul’ka rozdelenia pocetnosti. Z Udajov v Statistickom
stbore so znakom X mdzeme vzdy zistit' rozdelenie relativnych pocetnosti znaku. Naopak,
Z tabul’ky rozdelenia relativnych pocetnosti nemozeme zistit' absolutne pocetnosti vyskytov
hodnot znaku.

13.2.2 Spracovanie Statistického stiboru

Spracovanie $tatistického suboru vykonavame pomocou grafov a tabuliek.
\\/,

? Priklad. V istej Skolskej triede boli namerané tieto hodnoty vySok Ziakov, ktoré st
usporiadané do takejto tabul'ky rozdelenia pocetnosti, v ktorej st zistené hodnoty Vv 1. stlpci
usporiadané vzostupne.
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ni

X, n, —L

n
170 2 0,1
172 5 0,25
174 8 0,4
176 3 0,15
179 2 0,1

Tab. 13.1

Tabulka rozdelenia pocetnosti nam umoznuje ziskat niektoré informacie rychlo

a v prehl'adnej forme. Napriklad z tabul’ky mdzeme zistit’, kol'ko ziakov je v triede (s¢itanim

prvkov prvého stipca) alebo kolko Ziakov ma vysku mensiu ako 176 cm (séitanim prvkov

v prvych troch riadkoch druhého stipca). V pripade, ze by sme chceli vyjadrit podetnost

ziakov, ktori maji vysku mensiu ako 176 cm v percentach, s¢itame hodnoty v prvych troch

riadkoch treticho stipca (0,75) a vynasobime ¢islom 100. Tak dostaneme hodnotu 75 %, t. j.

75 % ziakov je v triede nizSich nez 176 cm.

Z tejto tabulky mozeme zostrojit' rézne grafické spracovanie tohto Statistického suboru.

Medzi najcastejSie grafické zobrazenia rozlozenia pocetnosti Statistickych jednotiek patri

polygdn pocetnosti, histogram a kruhovy diagram:

> Polygon pocetnosti
Najznamejsim grafom rozdelenia pocetnosti je polygon pocetnosti Cize spojnicovy graf
(obr. 13.1 aobr. 13.2). Je to graf, v ktorom sa na 0s x vynasaji sledované hodnoty
Statistického znaku a na os y hodnota absolttnej lebo relativnej pocetnosti odpovedajuice;j
danej hodnote znaku. Takto ziskané body sa spajaji useCkami. Pre spravne pochopenie
musi polygdn pocetnosti obsahovat’ nadpis a popis oboch osi s vyznaCenymi stupnicami.
V grafe je mozné zobrazit’ viac spojnic (farebne ¢i inak odliSenych) pre rdézne skupiny
respondentov.

1. Polygon absolutnych pocetnosti

9
8

absolitne pocetnosti
S R R WA A

170 172 174 176 179

vysky Ziakov

Graf 13.1
2. Polygon relativnych pocetnosti
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Graf 13.2
» Histogram
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Graf 13.3

Histogram

alebo histogram pocetnosti je stipcovy diagram (stipikovy graf) tvoreny
obdiznikmi, ktorych zakladne (na osi x) maju diZku zvolenych intervalov, a ktorych vysky
(na osi y) majua velkost’ prislusnych absolatnych alebo relativnych pocetnosti zvolenych
tried. Histogramom zobrazujeme pocetnost’ kazdej hodnoty (triedy hodnét) pomocou

obdiznika, ktorého obsah je imerny po&etnosti hodnoty (triedy).

» Kruhovy diagram
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Graf 13.4
Kruhovy diagram je diagram tvoreny kruhom rozdelenym na kruhové vyseky. Pocet
vysekov zodpovedd poctu Statistickych tried. Velkosti stredovych uhlov tychto vysekov
su priamo umerné pocetnosti daného znaku.

13.2.3 Charakteristiky Statistického stiboru

~

-

@ K statistickému sktimaniu jedného kvantitativneho znaku vyuzivame ¢isla, ktoré davaja
struéné zdakladné informdacie o Statistickom subore zroznych hladisk. Statisticky subor
opisuju tzv. charakteristiky polohy a charakteristiky variability.

Charakteristiky polohy st ¢isla, ktoré urcitym spésobom charakterizuju tzv. ,,priemernu
hodnotu® sledovaného $tatistického znaku. Charakteristiky polohy maji byt typickou
hodnotou Statistického suboru, musia byt jednozna¢ne presne definované, pri vypocte sa do
uvahy beru vsetky jednotky Statistického suboru, maju byt’ I'ahko zistite'né, mali by sluzit’ k
porovndvaniu strednych hodndt za niekolko suborov a maji ¢o najmenej podliehat
nahodnostiam vyberu. Patri k nim:

a) aritmeticky priemer kvantitativneho znaku X je ¢islo oznacované x, pre ktoré plati:

X tXx, X, ...+ X 1 &
=TT n:_zxi_
n nz:l

Aritmeticky priemer citlivy na neobyc¢ajne malé alebo na neobyc¢ajne velké hodnoty, nemal
by sa brat do uvahy, ak rozdelenie do tried je asymetrické alebo, ak vyber obsahuje malo
prvkov.

b) vazeny priemer hodnét Xy, ..., Xk s pocetnost’ami Ny, ..., Nk je Cislo X, pre ktoré plati:

k
in”i

5 o NN X XS

v k
n+n,+n;+..+n, z

n;
-1

C) geometricky priemer OznaCujeme Xx., v praxi sa pouziva pri ¢asovych radoch, pri
ur¢ovani priemerné¢ho tempa vyroby, rastu cien, DPH, inflacie. Je zrejmé, Ze geometricky
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priemer méa zmysel iba pre data, v ktorych st vSetky hodnoty su kladné. Vypocitame ho zo

vztahu:
Xo =8X %, X5 ... X, .

d) harmonicky priemer oznacujemex, a pouziva sa na charakterizovanie hodnot, ktoré
predstavuju napriklad vykonové limity, t. j. ak treba dosiahnut’ u kazdej osoby ten isty vykon
pri roznom Case alebo na uréenie priemernej doby potrebnej na vyrobenie jedného vyrobku
(1. osoba urobi pracu za hod, teda jej hodinovy vykon je..., atd.).

Vypocitame ho zo vzt'ahu:

Y = n

7 1 1 1
e
X X X X,

e) modus je hodnota stiboru vyskytujuca sa najéastejSie, t. j. hodnota (trieda) s najvacSou
pocetnost'ou, ak dve hodnoty (triedy) v stibore sa vyskytuju s najvdac¢Sou pocetnostou, tak
subor ma dva modusy a nazyva sa bimodalny. Modus je vyuzivany ako charakteristika stredu
najma vtedy, ak ma Statisticky subor velky rozsah. Modus ozna¢ujeme X .

f) median oznaCujeme X a je to prostredna hodnota suboru usporiadaného podla
vzrastajucich alebo klesajiicich hodndt; vyuziva sa ako charakteristika stredu najmé vtedy, ak
subor obsahuje extrémne malé alebo velké hodnoty oproti ostatnym hodnotam znaku,

" , . , o~ . n+l
- ak pocet merani je neparny, tak median X =x;, kde i = ——,

- ak pocet merani je parny, tak medidn x = % , kde k = % .

Charakteristiky variability

Charakteristiky variability su ¢isla, ktoré udavaja, do akej miery sa hodnoty znaku odchyl'uju
od zvolenej charakteristiky polohy, respektive od seba navzajom. Charakteristiky variability
umoznuji vzajomne porovnavat’ Statistické subory. Patria k nim:

a) odchylka hodnoty od aritmetického priemeru: Xji— X,
b) variacné rozpitie S$tatistického suboru je rozdiel najvdcSej anajmensSej hodnoty
Statistického znaku, je len orienta¢nou charakteristikou variability hodndt znaku

R = max x; — min X;.
c) rozptyl (disperzia) oznagujeme S,° a je to aritmeticky priemer druhych mocnin odchylok
hodnét znaku od aritmetického priemeru. Plati:

. i 1 n _ . i 1 n
pre jednoduchy tvar s> = —Z(xi - )c)2 , pre vazeny tvar s> =— (x‘ — x)zn,. ,
noioy

d) smerodajna odchylka sa oznacuje Sy a je to druha odmocnina z rozptylu,

NI

Plati: Cim je hodnota smerodajnej odchylky s mensia, tym bliZsie si hodnoty X; rozmiestnené
okolo aritmetického priemeru.

e) variacny koeficient predstavuje relativnu mieru variability. Pouziva sa na porovnavanie
variability medzi subormi dat s odliSnymi priemermi. Variaény koeficient vysky vzorky l'udi
bude rovnaky bez ohl'adu na to, ¢i vysku budeme vyjadrovat’ v centimetroch alebo metroch.
Varia¢ny koeficient sa vypocita ako podiel Standardnej odchylky a priemeru:
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s
Vx = —
X

gPoznémka. Cim vicsia je variabilita sledovaného znaku, tym menej reprezentativna je
charakteristika polohy.

Pri Statistickom skimani rozsiahleho Statistického suboru nepracujeme s celou mnozinou, ale
Studujeme len Cast’, ktora reprezentuje cely subor. Tuto Cast’ Statistického stiboru nazyvame
vyberom alebo vzorkou. Ak zmenime vyber, zmeni sa aj rozdelenie relativnych pocetnosti
a odpovedajuci aritmeticky priemer. Zistovanie a rozbor vzniknutych odchylok v relativnych
pocetnostiach a priemeroch pri zmene vzorky v ramci daného Statistického stboru su
doélezitym momentom pri Statistickom vyskume.

13.2.4 Kovariancia a korelacia

L

-

@7 Korelacia je vizba (zavislost) medzi dvomi alebo viacerymi znakmi v $tatistickom
subore alebo medzi dvoma alebo viacerymi ndhodnymi veli¢inami v tedrii pravdepodobnosti.
Intenzita tejto vézby sa vyjadruje najmi korelatnym koeficientom alebo korelacnym
pomerom. Pojem koreldcia sa uplatiiuje nie len v Statistike, ale aj prakticky vsetkych
ostatnych vednych odboroch.
Ak dva kvantitativne znaky X, Y navzajom koreluju, potom st mozné takéto pripady:

1. Xxvyvolavay,

2. xvplyvanayay vplyvanax,

3. xaj y rovnako zavisia od treticho znaku z.
Korelaény koeficient alebo koeficient korelacie je miera intenzity (linearnej) korelacie.
V uzSom zmysle a najCastejSie sa ako korela¢ny koeficient pouziva len Pearsonov korelacny
koeficient.
Nech Xi, X2, ... , Xn st hodnoty sledovaného znaku X a nech yi, Yz, ...., Yo st hodnoty
sledovaného znaku y. Koeficient korelacie r znakov x, y definujeme takto

rek o kde k:li(x,.—fc)(yi—?)-

5.8, ns

Symboly X a y su aritmetické priemery suborov znakov X a y. V definicii koeficientu
korelacie r symboly s, a sy st smerodajné odchylky sledovanych stiborov so znakom X, resp.
y. Aby definicia mala zmysel, musi platit: s, # 0 a sy # 0. To znamen4, Ze hodnoty znakov X
aj Y nie su konstantné.

Citatel’ k zlomku sa nazyva kovariancia a vyjadruje, ako sa sii¢asne menia hodnoty dvoch
premennych. Kladna hodnota znamena, Ze sa menia spolone jednym smerom, zaporna
hodnota, Ze sa menia opaénym smerom a nula, Ze sa menia nezavisle. Vydelenim kovariancie
smerodajnymi odchylkami vypocitame korela¢ny koeficient.

Korela¢ny koeficient moze dosahovat’ hodnoty od —1 do +1. Hodnota —1 reprezentuje
najvyssiu negativhu a hodnota +1 najvyssiu pozitivnu korelaciu. Hodnota 0 vypoveda o
ziadnej korelacii.

Pre koeficient korelécie r plati:

1. Koeficient korelacie r je vzdy &islo z intervalu (—1,1).
2. Cim blizgie je ¢islo r k &islu 1, tym je zavislost’ medzi znakmi x a y vécsia.
3. Akr =1, potom s rastucimi hodnotami X rastd aj hodnoty Y.
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4. Akr=-1, potom s rasticimi hodnotami x klesaji hodnoty y.

5. Akr =0, potom znaky x a y nie su linearne zavislé.

Interpretéacia velkosti korelacného koeficientu je ve'mi ¢astym problémom. Ak sa korelacny
koeficient rovnad —1, potom vSetky pozorovania lezia na klesajtcej priamke, ak sa rovna 1, tak
pozorovania lezia na stupajicej priamke. Interpretacia korelacného koeficientu zavisi od
kontextu. Hodnota 0,8 pri overeni fyzikdlneho zakona pouzitim presnych meracich pristrojov
je vel'mi nizka, v socialnych vedach je vSak vel'mi vysoka.

Cohen (1988) vytvoril jednoduchu pomocku pre interpretaciu korelacnych koeficientov v
psychologickom vyskume: Korelacia (v absolutnej hodnote) pod 0,1 je trivialna, 0,1-0,3
mala, 0,3-0,5 stredna a nad 0,5 velka. Korelacia 0,7 — 0,9 sa casto uvadza ako velmi velka
a 0,9 — I ako takmer dokonala.

@

bola zistovana ich vyska a hmotnost’. Vysledky tohto merania uvadza tabul’ka:

Priklad. Pri talentovych sktskach do primy Sportového gymnazia u skupiny chlapcov

Por. ¢islo chlapca | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

Vyska [cm] 123 | 128 | 134 | 139 | 132 | 125 | 142 | 138 | 140 | 129

Hmotnost’ [kg] 24 | 22 | 35|31 |27 | 24| 34|38 |34 |31
Tab. 13.2

Zistite zavislost medzi vyskou a hmotnostou testovanych chlapcov.

&

RieSenie. Pri danych vypoctoch pre prehl'adnost’ vyuZzivajte tabulku:

Vypocet aritmetickych priemerov a smerodajnych odchylok:

PC Vyskaxi |Hmotnost'yip,—x | y,—y (xi -X )2 (yi — y)z (xi -X )( V= )7)
1 123 24 -10 -6 100 36 60
2 128 22 -5 -8 25 64 40
3 134 35 1 5 1 25 5
4 139 31 6 1 36 1 6
5 132 27 -1 -3 1 9 3
6 125 24 -8 -6 64 36 48
7 142 34 9 4 81 16 36
8 138 38 5 8 25 64 40
9 140 34 7 4 49 16 28
10 129 31 -4 1 16 1 -4

n=10 |> x;=1330| > yi=300 - - 398 268 262
Tab. 13.3



Matematicky kufrik

_ X; 1330 _ y 300
= _1:_:]_33, = 2L =2 =30
x=2.0= D T
—=\2
sz - M = %g =39,8 = Sy = /39)3 = 6,3087
n
—\2
5,2 = 205 _ %30 =268 =  s,= 268 =51769
n
Vypocet korelacného koeficienta r:
_ 262 26,2 = (0,802 .

Kedze k= =—= =26,2, z toho vyplyva, ze r =
10 PV 6.3087 - 51769

Zaver: Hodnota korelacného koeficientu r je vicsia nez 0,8 , preto koreldcia medzi vyskou
a hmotnost'ou chlapcov je vel'mi velka (tesna).

v

Kapitola bola spracovana podrla literatary [1], [4], [7], [17].
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