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Abstract: In this article we want to appeal to the need to improve the quality of the teaching of mathematics in our schools. We present the possibility of particular attractiveness of the teaching process of discovery and implementing the constructivist teaching practices in the classroom. Mathematics can not be narrowed down to an empty shell. The art of mathematics is not the complicated formulas and theorems, but just in their clarifying, explaining and reasoning.
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1 Úvod
A mathematician,  like a painter or poet,  is a maker 
of patterns.  If his patterns are more permanent than 
theirs, it is because they are made with ideas“. (T. Hardy)

Naše úvahy začíname  citátom T. Hardyho, ktorý veľmi odvážme zaraďuje matematiku   do  skupiny umeleckých  vedných disciplín.  Človeka, zaoberajúceho sa matematikou chápe ako umelca, ktorého pracovným predmetom a tiež nástrojom  sú predstavy, myšlienky a idey.
V nadväznosti na uvedený  citát  sa nanucuje  otázka: prečo je práve  matematika, toto príťažlivé dobrodružstvo fantázie, tvorivý a obohacujúci proces objavovania tajomstiev sveta,  tak často zatracovaná ba dokonca nenávidená?  Určite jedna z príčin  neobľúbenosti  matematiky má korene  v spôsobe, akým sa často realizuje jej výučba.  Ak je vyučovanie matematiky  uskutočňované spôsobom, pri ktorom absentuje tvorivý objavný proces vysvetľovaných  pojmov  a študentom sú prezentované iba výsledky tohto procesu (vzorce, vety, dôkazy,...) je temer isté, že študent  nenadobudne   k matematike  pozitívny  vzťah.  Budeme neustále počúvať lamentácie rodičov  o trápení  študentov  nepochopiteľnými (ergo zbytočnými) abstraktnými výpočtami, matematickými konštrukciami, zložitými  vzorcami.
Sterilný súbor faktov, naspamäť naučené postupy, ktoré treba dodržať,   to všetko je pri štúdiu matematiky potrebné a nevyhnutné práve tak, ako sa učiť  napríklad slovíčka pri výučbe cudzích jazykov. Matematika je však bohatšia  a môže nám ponúknuť omnoho viac. To, čo je podstatné a na čom najviac záleží, je práve  radosť a vzrušenie, či dokonca aj frustrácia  z tvorivého aktu objavovania matematických pojmov, vzťahov a vzájomných súvislostí medzi nimi. Štúdium matematiky neprináša   očakávaný efekt, ak  pri jeho realizácii absentujú práve spomínané atribúty.
V našom príspevku sa snažíme nachádzať odpovede na otázku  o čom  to vlastne pri  vyučovaní matematiky v súčasnosti je,   a o čom by to malo (respektíve mohlo) byť. Prezentovať možnosti zatraktívnenia vyučovacieho procesu predovšetkým implementovaním konštruktivistických a objaviteľských vyučovacích postupov pri jej vyučovaní. 
2 O čom to často je  a o čom by to mohlo byť (pri vyučovaní matematiky na našich školách)
Paul Lockhart v svojom článku A Mathematician’s Lament  [2] prezentuje na príklade vyučovania témy Obsah trojuholníka,  ako postupovať v intenciách vyššie spomínaných zásad, ako urobiť z nezáživnej hodiny matematiky pútavé  dobrodružstvo.  Môžeme samozrejme študentom hneď bez  okolkov demonštrovať vzorec pre obsah trojuholníka a následne začať s mechanickými výpočtami rôznych  stereotypných úloh. Alebo to môžeme urobiť inak. Môžeme študentov vtiahnuť  do procesu objavovania tohto vzťahu. Načrtneme na tabuľu   ľubovoľný trojuholník umiestnený v obdĺžniku tak, ako znázorňuje  obrázok 1.

Obr. 1: Trojuholník v obdĺžniku
Najskôr   študentom  zdôrazníme,   že zobrazený trojuholník v obdĺžniku je fiktívna, abstraktná predstava – nejedná sa o nič konkrétne, ako napríklad  nosník mosta či dlažobnú kocku. Trojuholník je vpísaný do obdĺžnika, všetko vyzerá tak ako vyzerá práve  preto, lebo my chceme aby to takto vyzeralo. 
Začína sa hra s predstavami a myšlienkami. Jediný spôsob, ako sa dostať na koreň veci, nájsť riešenie,   je použiť opäť  našu predstavivosť. Je  to  náročná práca  - ale  práve toto je  pracovnou náplňou každého matematika.
Položme si  otázku: akú časť z obdĺžnika zaberá vyznačený trojuholník? Je to tretina, alebo polovica? Opäť budeme potrebovať nejaký nápad, aby sme našli a následne  dokázali vzťah, ku ktorému smerujeme. Vyznačíme v trojuholníku kolmicu z vrcholu na protiľahlú stranu tak, ako vidíme na obrázku 2.

Obr. 2: Výška trojuholníka
Získali sme dve  dvojice zhodných trojuholníkov, ktoré vznikli vo vnútri obdĺžnika opísaného pôvodnému trojuholníku. Je teda zrejmé, že obsah  plochy vo vnútri obdĺžnika mimo pôvodného trojuholníka  a obsah  trojuholníka v jeho vnútri sa rovnajú. To ale znamená, že trojuholník zaberá  práve polovicu obdĺžnika.


Obr. 3: Trojuholník zaberá práve polovicu obdĺžnika

Tento  malý príbeh  trojuholníka v obdĺžniku je príkladom toho, že matematika je skutočné umenie:  stačí klásť jednoduché a elegantné otázky týkajúce sa našej imaginárnej predstavy a získame uspokojivé a krásne vysvetlenie – v našom prípade vzorec pre obsah ľubovoľného trojuholníka. Je to fascinujúca zábava, je to krásne a je to zadarmo  -  ako hovorí Paul Lockhart [2]. Matematik, tak  ako každý umelec, potrebuje trochu inšpirácie,  veľa skúseností, pokusov a omylov, a tiež aj trochu  šťastia na svojich objavných cestách čistého rozumu.
Matematické umenie je  o vytváraní „sonetov čistého rozumu“. Vzťah medzi obsahom trojuholníka  a obsahom obdĺžnika bol tajomstvom, na odhalenie ktorého stačil  jeden  malý dobrý nápad. 
Práve  v svetle vyššie uvedených faktov treba apelovať nato, čoho sme neraz svedkami na hodinách matematiky.  Obohacujúce a očarujúce dobrodružstvo fantázie je  zredukované  na zapamätanie si „sterilného  faktu": Obsah trojuholníka sa rovná polovici súčinu  jeho základne a k nej prislúchajúcej výšky,  a jeho následné stereotypné používanie v cvičeniach.  Neexistuje žiaden problém, ktorý by bolo treba riešiť.  Otázka je položená a v zapätí  zodpovedaná – nie je tu nič, čo by mohol  študent urobiť okrem memorovania a imitovania učiteľa. 
Samotné konštatovanie skutočnosti nie je obohacujúce ani inšpirujúce v žiadnej oblasti života. Ani  pri vyučovaní matematiky tomu nemôže byť inak.  Je to akoby nám niekto hovoril, akú krásnu sochu vytvoril Michelangelo  bez toho, aby nám ju ukázal. 
Matematika nemôže byť zúžená na prázdnu škrupinu.  Umenie matematiky nie je v zložitých vzorcoch a teorémach, ale práve  v ich objasňovaní,  vysvetľovaní a v argumentácii. Práve toto musí mať pred očami každý učiteľ matematiky. [2] 
2.1 Poznávací proces  a úloha vizualizácie v ňom
Proces objasňovania matematických pojmov študentom je závislý na našej schopnosti vytvoriť vhodný matematický model, vhodnú vizuálnu predstavu skúmaného problému (ako to bolo ukázané v predchádzajúcom príklade), s ktorou je možné ďalej pracovať, následne ju pretvárať a dospieť vďaka nej k novým vedomostiam.   Uvedieme ešte jeden  inšpirujúcich príklad, na ktorom demonštrujeme aj jednotlivé etapy poznávacieho procesu ako ich uvádza  Hejný v [1]. 
Odvodenie  vzorca pre súčet n - členov aritmetickej postupnosti
Začneme prezentáciou anekdoty o slávnom matematikovi K. F. Gaussovi, v ktorej sa hovorí, že keď navštevoval národnú školu, žiaci jeho triedy dostali za úlohu vypočítať súčet sto za sebou idúcich čísel 
1 + 2 + 3 + .......+ 100  = 
Učiteľ sa domnieval, že si urobí krátku pauzu. Toto mu však zmaril žiak Gauss, ktorý sa vzápätí prihlásil so správnym výsledkom 5050. Ako sa mohol tak rýchlo dopracovať k správnemu výsledku?
Problém bol definovaný. Nasleduje etapa  tvorivého experimentovania, rozvíjanie ďalších predstáv a nápadov smerujúcich k jeho riešeniu. Môžeme študentom odporučiť  „šikovný spôsob zápisu“ podľa príkladu mladého Gaussa 

  1   +   2 +   3 + .........  +  99 + 100
100 + 99 + 98 +..........    +  2 + 1
_____________________________
101   101  101                  101   101

Väčšina študentov následne automaticky použije  pri výpočte vzťah


Študenti môžu tiež  overiť navrhovaný  postup pre  ďalšie typy aritmetických postupností

(napríklad pre súčet prvých 10 členov  aritmetickej postupnosti s diferenciou  d = 3 a prvým členom a1 = -30,  = { -30, -27, -24, -21, -18, -15, -12, -9, -6, -3,...}.
Nasleduje etapa zovšeobecnia získaného poznatku  - hra s myšlienkami pokračuje. Vyzveme študentov, aby zapísali vzťah pre n členov aritmetickej postupnosti  z príkladu o Gaussovi. 
Nakoľko sn = 1 + 2 + ... + n = n + ( n - 1) + ... + 2 + 1
platí        2sn = (1+ n).n 

Odkiaľ dostávame vzťah               
Následne upozorníme študentov, že v  analyzovanom príklade sme sa zaoberali  špeciálnym typom aritmetickej postupnosti s diferenciou 1 a prvým členom  a1 = 1.

Definujeme  ďalší problém: predchádzajúcu úvahu treba rozšíriť pre všeobecný typ aritmetickej postupnosti   s diferenciou d a prvým členom a1.  Aký tvar bude mať vzorec teraz? Úvahy študentov usmerňujeme otázkami ako: ktoré fakty  o aritmetickej postupnosti musia byť známe, aby sme mohli vypočítať súčet konečného počtu jej členov?

Môžeme tiež  použiť ďalšiu geometrickú predstavu -  geometrický model. Stačí ak načrtneme  členy  postupnosti ako obdĺžniky so šírkou 1 a výškou rovnajúcou sa  hodnote príslušného člena  postupnosti  .
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Obr. 4: Geometrická interpretácia: súčet n členov aritmetickej postupnosti





Dvojnásobok súčtu  členov postupnosti  2Sn  sa  rovná obsahu     obdĺžnika   s   rozmermi  (n) a  (a1 + an). Táto názorná predstava privedie veľmi ľahko študentov ku hľadanému vzorcu                                                                                  (1)
Študenti konštatujú, že pre každú aritmetickú postupnosť platí vzorec (1) a vytvára sa u nich abstraktná neformálna  vedomosť získaná na základe prežitého objavného  procesu. Vzorec (1) nebude pre nich len sterilnou formulou, nakoľko  budú poznať jeho genézu.
Až teraz  prichádza vhodný okamih  zaradiť  do vyučovacieho procesu exaktný matematický dôkaz vzorca (1).
Dôkaz.  Zapíšeme súčet prvých n členov aritmetickej postupnosti dvoma spôsobmi a sčítame ich. Dostávame 

                                             (2)
Zo vzťahov, ktoré platia pre  súčet dvoch rôznych členov aritmetickej postupnosti vyjadríme
ar + as =  ar + 1 + as - 1
Platí tiež                                   ar + 1 = ar + d,   as - 1= as – d 
Po potrebných úpravách  zisťujeme, že  súčet členov v každej zátvorke v identite (2) sa rovná  číslu (a1 + an).
Nakoľko počet  zátvoriek je práve n, dostávame  vzorec  pre súčet prvých n členov aritmetickej postupnosti v tvare (1).
Pri takto realizovanej vyučovacej  hodine sú študenti aktívni a zaangažovaní  do objavného procesu nového matematického pojmu. Nevnímajú len „škrupinku“ (vzorec),  ale poznajú jeho genézu a vniknú tak lepšie  do jeho podstaty. A čo je najdôležitejšie, neformálne osvojený matematický poznatok je následne úspešnejšie  aplikovateľný v praxi, pri riešení konkrétnych úloh. A to je cieľ, ktorý chceme dosiahnuť. 
3 Záver
V článku sme sa pokúsili zdôvodniť nevyhnutnosť implementácie  konštruktivistických  objavných postupov pri objasňovaní matematických pojmov ako nevyhnutnej podmienky pre zlepšenie vzťahu študentov k  tomuto predmetu  a  zvýšenie úspešnosti  študujúcich. Domnievame sa, že názorné geometrické predstavy riešenia problémov majú podstatný vplyv na rozvoj kreativity myslenia študentov a následnú schopnosť aplikovať matematiku v praxi. Pedagogická prax potvrdzuje, že matematické pojmy, ktoré si študenti osvoja  prostredníctvom vhodne realizovaného „objavného dobrodružstva“   pri  adekvátnej vizualizácii pojmov   geometrickými modelmi  sú podstatne trvácejším nositeľom informácií a poznatkov.
Článok si dovoľujeme zakončiť citátom A. Rényia, ktorý tvrdí:
 „Skutočný učiteľ matematiky  kladie dôraz predovšetkým na otázku „prečo“, čiže na pochopenie pojmov,  snaží sa vychovávať študentov k samostatnému mysleniu,  považuje za ideál výučby odovzdať študentom zážitok z pochopenia matematickej myšlienky.“
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