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INOVACIA PROCESU VYUCOVANIA DERIVACIE FUNKCIE V PROSTREDI
POCITACOVYCH TECHNOLOGII

INOVATION OF THE TEACHING OF THE DERIVATIVE OF A FUNCTION IN A
COMPUTATIONAL ENVIROMENT

Lydia Kontrova

Abstract

In this article we deal a possibility of using didactic software Graphmatica and Excel as a
motivating and effecting  factor in a teaching of mathematics, especially in a teaching of
differentiability and continuity of the functions. We present the lesson with insist to better
understanding of this topic and the abillity to applied its in the daily experience.

1 Uvod

V stcasnosti registrujeme vo vyucovani matematiky celosvetovy trend, ktory sa snazi
posunut’ obsah jej vyucby blizsie k poziadavkam kazdodenného zivota. V snahe akceptovat
tato tendenciu, vyuzivame pri vyucovani ¢o najviac prostriedkov, predovsetkym pocitace a
pocitacové technologie k tomu, aby vedomosti Studentov boli neformalne a dobre
aplikovatelné v praxi. Vd’aka tymto prostriedkom sa nam dari dostat’ Studenta v procese
vyucby do pozicie aktivneho a tvorivého subjektu, ktory si sim konstruuje svoje matematické
poznanie.

V ¢lanku predstavime scenar vyucovacej hodiny zameranej na vyucbu derivacie funkcie,
pri ktorom pouzijeme stratégiu experimentovania a nasledného overovania hypotéz.
Aplikujeme pri tom vhodny didakticky softvér. Studentov "vtiahneme" do procesu
objasnovania novych matematickych pojmov tak, aby v zavere hodiny boli schopni
samostatne na zaklade pozorovani a zisteni vyslovit’ v§eobecne platné tvrdenia.

1.1 Vol’ba didaktického softvéru

Pri preberani vysSie spomenutej témy sme sa rozhodli pre jednoduchy, ale vel'mi dobre
vyuziteIny kresli¢ grafov Graphmatica a tiez tabul’kovy procesor Excel (Studenti uz pracu s
nim ovladaju z hodin informatiky). Excel umoziiuje vytvarat’ vhodné numerické dynamické
modely takych doélezitych abstraktnych matematickych pojmov, ako su napriklad limity
postupnosti a funkcii. Sktsenosti ndm potvrdzujl, Ze takéto prezentovanie pojmov pomaha
Studentom lepSie im porozumiet’.

Dbali sme tiez, aby pouzity didakticky softvér:

v' zodpovedal intelektudlnej urovni udiacich sa, nepretazoval ich prehnanou
naro¢nost'ou a zlozitou manipulaciou,

v’ aby Studentov dostato¢ne motivoval k uceniu sa,

v’ program musi akcentovat Specifikd vyuCovania matematiky, s doérazom na
konkrétnu tému,

v' pocas prace s didaktickym softvérom musi mat’ $tudent moznost’ aktivne a tvorivo
kooperovat’ s technologiou,

v' §tudent vnima takyto sposob vyucby ako pozitivny, podnetny a atraktivny.

2 Etapy vyucovacej hodiny

V prvej etape vyuCovacej hodiny sme volili aktivitu zameranu na intuitivne vnimanie
pojmu derivéacie funkcie, s ohl'adom na jej geometricky vyznam. Vyuzili sme schopnost’
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programu Graphmatica vykreslit' doty¢nicu ku grafu funkcie f(x) v bode x¢. Aktivujeme ju
tlacidlom IL[ na paneli nastrojov .

Pre naSe ciele ndm vel'mi dobre poslizi aj schopnost’ priblizovat” oznaceny fragment

ziskaného grafu tzv. "zoomovanie" prostrednictvom tladidla =—=== VyuzZivame tiez
"trasovanie funkcie" a moznost’ ziskat' tabulku funkénych hodndt f(x) pre zvolené

argumenty x pomocou =i,

2.1 Aktivita 1

V tejto aktivite sa vyuziva poznatok o najlepsSej linearnej aproximacii funkcie f(x)
polynémom 1. stupiia pomocou diferencialu v okoli zvoleného bodu xo. Studenti maji za
tlohu ziskat’ graf funkcie y = x° +2x, pouzit’ ,,zoom* na jeho pribliZenie a linearizovanie v
dostato¢ne blizkom okoli bodu x¢=1, vykonat tieto ¢innosti:

1. Narysujte graf funkcie y = x> +2x.

2. Zostrojte doty¢nicu ku grafu funkcie v bode X =[xy, yo] ; X 0= 1
3. Zapiste si jej smernicu k = .
4. Zvacsite graf v okoli bodu x¢ =1.
5. Ziskajte tabul'’ku hodnot funkcie v blizkom okoli bodu xo= 1.
6. Ako sa javi graf funkcie po viacndsobnom zvicSeni v okoli bodu xo=1?
7. Zvol'te bod Y = [x,y1] v blizkom okoli bodu xo=1.
8. Vypotitajte hodnotu ¢=21"70
X1 = X9

\O

. Porovnajte vysledky ziskané v (3) a (8)!

Program Graphmatica poskytol napriklad takéto vysledky:

Xi  f(x)=yi
0,6 1,416
0,7 1,743
0,8 2,112
0,9 2,529
1,0 3,0
1,1 3,531
1,2 4,128
13 4,797
1,4 5,544
1,5 6,375
Tangent of:

y=X*x*x+2*x
x=1,001, y=3,007, slope =5,0032
tangent line: y = 5x -2
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Obr.1 Graf f(x) ai dotyénice v bode x=1

Ciel'om tohto cvi€enia je vyzdvihnit' fakt, ze pri dostato¢nom zvécSeni grafu f(x) v okoli
bodu x¢ =1 jeho zakrivenie "mizne ", graf prechddza do linearnej funkcie. Vyuzijic tabulku
hodnét funkcie si Studenti zvolia bod Y = [xi, yi] z okolia bodu X a vypocitaji smernicu
priamky urc¢enej bodmi X aY: & = A _nr .
Ax X1 — X9

Tuto nasledne porovnaji so smernicou doty¢nice ku grafu funkcie v bode xo = 1 ziskanou

pouzitim tlacidla Fall

Diskusia so Studentmi sa upriami na analyzu otazok: PreCo nie su ziskané vysledky
zhodné u vietkych $tudentov? Co sposobilo zistené diferencie? Ku akej hodnote sa napriek
istej odchylke vysledky blizia? Koho vysledok sa najmenej 1iSi od hodnoty smernice
dotyc¢nice ku grafu funkcie f(x) v bode x = 1?

Snazime sa Studentov priviest na myslienku limitného prechodu; "ak sa x; bliZi k xy potom sa
ziskané k; priblizuje ku hodnote k", aby tak lepSie pochopili, preco je derivacia f(x) v bode xo
definovana ako limita podielu (1).

Vyzveme ich tiez, aby sa pokusili objasnit’ vyznam a funkciu ¢isla "k" vzhladom k
funkcii f(x). Uvahy smerujeme k vysloveniu poznatku: &islo "k" vyjadruje kvantitativnu
zmenu (mieru zmeny) funkcie f(x), vzh'adom na jednotkovli zmenu argumentu funkcie f(x) v
okoli bodu xy. Prezentujeme takto nielen geometricky vyznam derivécie funkcie, ale tiez jej
kardindlny zmysel. Pochopenie tohto jej vyznamu je rozhodujuce pri rieSeni aplika¢nych
prikladov z praxe, (Casto ide o tulohy zamerané na skumanie rastu &¢i poklesu istych
ukazovatelov, teda zmien funkénych hodnét funkcii, pripadajucich na isti jednotku
argumentu).

Zaver:
Derivaciu funkcie f(x) v danom bode x¢ ur€ime ako limitu podielu:

(l)lim f(xg +AAX)Z—f(x0) alebo

Ax—0

) lim SIS0 e px = X-Xo a X patri do blizkeho okolia bodu xq.
X— X9

XX,

2.2 Aktivita 2

Vysledok (k=5) ziskany pri predchadzajucom experimente overime  vypocCtom, ktory
realizujeme v Exceli. Vytvorime tabul'ku, vdaka ktorej uréime s vel'mi dobrou presnostou
limitu podielu (1). Pri jej tvorbe Studenti zadaju vSetky pozadované parametre pre vypocet
podielu (1), o je mozné iba vtedy, ak definicii derivacie funkcie skutocne rozumeja. Pracuju
v tychto krokoch:
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1. Do buniek Al, Bl1, CI vlozia zahlavie tabulky (postupne AX, f(xo +Ax)-f(Xo ), (f(Xo+AX)-
f(xo))/AX).

2. Do bunky A2 vlozia pociato¢nti hodnotu Ax = 0,1. vyuziji funkciu Excelu Rady do
buniek A3 - A20 vlozia postupne ¢leny geometrického radu pre: a; =0,1aq=0,5.

3. 'V bunke B2 zadefinuju potrebnu funkciu v tvare = f(xo +A2)-f(x¢) nasledne skopiruji do
buniek B3 -B20.

4. Do bunky C2 vlozia funkciu v tvare = B2/A2, skopiruji do buniek C3 - C20. V tomto
stipci uz odgitaju vysledok; limitu podielu (1).

Takto vytvorena tabulka je vel'mi flexibilna, mdézeme modifikovat’ predpis funkcie alebo

rirastok argumentu a tak ju vyuzit’ na demonStraciu
tok tu a tak yuzit' na d t

réznych variantov takejto ulohy.

MoZeme tiez pohotovo poukazat’ na fakt, Ze ¢im vacsi prirastok Ax volime, tym je vypocet
menej presny. Ziskanu tabulku moézeme pouzit’ aj pri aktivite ¢.3, tu vSak treba pracovat’ s
jednostrannymi limitami, ktorych pochopenie je vdaka takémuto didaktickému postupu
omnoho lepsie.

AX
0.1
0.05
0.025
0.0125
0.00625
0.003125
0.001563
0.000781
0.000391
0.000195
9.77E-05
4.88E-05
2.44E-05
1.22E-05
6.1E-06
3.05E-06
1.53E-06
7.63E-07
3.81E-07
1.91E-07
9.54E-08
4.77E-08

0.531
0.257625
0.12689063
0.0629707
0.03136743
0.01565433
0.00781983
0.00390808
0.00195358
0.00097668
0.00048831
0.00024415
0.00012207
6.1036E-05
3.0518E-05
1.5259E-05
7.6294E-06
3.8147E-06
1.9073E-06
9.5367E-07
4.7684E-07
2.3842E-07

fx+AX)F(X) | (FOx+AX)-F(x))/AX

5.31

5.1525
5.075625
5.03765625
5.018789063
5.009384766
5.004689941
5.00234436
5.001172028
5.000585976
5.000292978
5.000146487
5.000073243
5.000036621
5.000018311
5.000009155
5.000004578
5.000002289
5.000001143
5.000000573
5.000000289
5.000000149

Obr. 2 Vysledky vypoctu ziskané v Exceli

2.3 Aktivita 3:
Pri tomto cviceni chceme docielit’, aby Studenti dokézali korektne odpovedat’ na otazku.:
Je kazda funkcia diferencovatel'na vo vSetkych svojich argumentoch?

Studentom zadame nasledujuce aktivity:
1. Narysujte postupne grafy funkcii: y; = x", y,

/
:X23, y3 = [X|, ya = |cosx |

2. Pouzite ,,zoom* a urcite body, v ktorych nie je mozné funkcie "linearizovat™, teda

aproximovat’ linearnou funkciou.

3. Rozhodnite, ¢i plati tvrdenie: Ak je funkcia f(x) spojitd na svojom D(f) potom je na
nom aj diferencovatelna.

4. Plati opacné tvrdenie? Ak je funkcia v bode x diferencovatel'na, potom je v lom aj
spojita?
Postupne boli programom Graphmatica vykreslené grafy funkcii a ich derivacii:
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Obr. 3 Grafy funkcii

PocCas experimentu sa sami Studenti presvedCili, ze nie vSetky funkciu sme schopni
"linearizovat™ v okoli vSetkych jej argumentov, nie st teda diferencovatelné vo vsetkych
svojich argumentoch a prisli k zaveru:

Diferencovatel’nost’ funkcie implikuje jej spojitost’ a nie naopak.

2.4 Aktivita 4

Tato aktivita ma za ciel priblizit’ preberant problematiku na rieSeni tllohy z kazdodenného
Zivota. Studenti podl'a zadanych bodov analyzuju graf funkcie, uvazuju o je defini¢nom obore
a obore funkénych hodnét, derivacii funkcie v kontexte realneho problému. Uloha ma
predovsetkym motivacny vyznam.

Priklad:
Pri pohybe krvi v organizme zo srdca cez artérie az ku kapilaram a spdt, systolicky tlak
2
spojito klesa, co je vyjadrené funkciou: P = w , kde P je tlak v milimetroch ortutového
t“+1

stlpca a t je cas v sekunddch. Aka je miera zmeny tlaku krvi v cievach po piatich sekunddch
ako krv opusti srdce?

Pri rieSeni ulohy realizujte tieto kroky:

Programom Graphmatica vytvorte graf funkcie P(t).
Zostrojte doty¢nicu ku grafu funkcie v bode t = 5.
Zapiste si velkost jej smernice k =!

Vypocitajte analyticky 1. derivaciu funkcie P’(t)!
Dosadenim do P’(t) za t = 5 ziskajte hodnotu P’(5)!
Narysujte derivaciu funkcie P'(t)

Zistite z grafu hodnotu P’(5)!

Porovnajte vysledky ziskané v krokoch (3), (5), (7)!

PR =

Program Graphmatica ponukol takéto grafické a numerické vystupy. NavySe "vypocital"
prvu derivaciu analyticky a ponukol tak Studentom mozZnost overit' si spravnost’ svojho
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vypoctu. M6zeme ho teda pouzivat’ aj ako spitna viazbu pre Studentov pri vypocte derivacie
funkcie (potrebné je len poznat’ syntax).

=10

-20

Obr 4: Zavislost' tlaku P v organizme ¢loveka na Case t

Equation(s):
y=(25*x*x+125)/(x*x+1) (1)
y=((1 + x*x)*(25*x + 25%x) - (125 + 25*x*x) *(x + x))/((1 + x*x)"2) ' deriv. of y

x y y2
500 28,9452 -1,4836
502 288462 -1,4793
552 282 -1,1264
6,02 27,7027 -0,8766
6,52 273121 -0,695
7,02 27,0 -0,56
7,52 26,7467 -0,4577
8,02 26,5385 -0,3787
8,52 26,3652 -0,3168
9,02 26,2195 -0,2677
9,52 26,0959 -0,2282
10,0 25,9901 -0,1961
Tangent of:

y=(25*c*x+125)/(x*x+1)
x=5,0, y=28,85, slope=-1,4834
Tangent line: y = -1,48x + 36,26

Vysledkom vypoctu je teda ¢islo k = -1,48 mm/sec. Odpoved’ znie: Ak krv opustila srdce
pred piatimi sekundami, tak tlak v cievach v tejto chvili klesa v miere 1,48mm/s.

3 Zaver

>

VVV VY

MozZeme konStatovat’, ze Studenti po primeranom usmerneni vel'mi uspesne zvladli
zadané tlohy.

V zéavere hodiny boli schopni iniciativne diskutovat’ o rieSenych tulohach, klast
relevantné otazky, co eSte viac upevnilo ich neformalne vedomosti.

Stali sa aktivnymi tvorcami svojho vlastného poznania.

Sami dokazali zovSeobecnit’ vysledky svojich pozorovani.

Vedomosti, ktoré takto ziskali boli neformalne, dobre pochopené.
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Takto ziskané poznatky su trvacejSie a dobre pouzite'né v praxi, €o je ciel, ktory chceme
pri vyucovani matematiky predovsetkym dosiahnut’.
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