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1 Uvod

Vicsina sucasnych didaktikov matematiky uprednostituje také didaktické postupy, ktoré umoziuji
Studentom v maximalnej miere aktivne participovat’ pri objavovani novych matematickych pojmov. Volia
konstruktivne metddy, pri ktorych sa uciaci aktivne zmociiuje novych poznatkov, zdoraznuji dostatocnu
a primerant mieru nazornosti pri vyucovani, podporujucu vznik trvacich a neformalnych vedomosti..
Napriek tomu je zjavné, ze vizualny komunikacny kanal pri vyucbe matematiky nie je pouzivany
v dostatoCnej miere. PresviedCaji nas o tom cCasto zjavné ,,nevedomosti Studentov, z ktorych si len malé
percento dokaze pri rieSeni matematickych problémov ,,pomoct* vhodnou geometrickou interpreticiou
skamaného problému, ,,Casto nevidia dostatoéne do danej problematiky, ich vedomosti st nasledne
poznacené formalizmom.

Uved’me priklad z hodiny numerickej matematiky, ktory nés scasti inSpiroval k napisaniu tohto ¢lanku. Pri
rieSeni nelinearnej rovnice : 3* — x> — 1 = 0 mali $tudenti za ulohu urit’ po¢iatoénu aproximaciu korea
rovnice, ¢ize jeho priblizni hodnotu. Va¢Sina mala problém riesit’ takito netypicka rovnicu, ktord im
nezapadala do skupiny ziadnych znamych typov rovnic. Navrhli sme im grafické rieSenie. Ukazalo sa, ze
len daktori maji sktisenost’ s grafickymi interpretaciami rieSenia rovnic, atiez Ze vzajomnu suvislost
medzi rieSenim rovnice f(x) = 0 a hPadanim nulovych bodov prislusnej funkcie y = f(x) Studenti nie vzdy
vnimajil a vyuzivaju pri vypoCtoch. A prave tu sa otvdara priestor pre vyuzitie prostriedkov ICT
(Information and communication technology), konkrétne Internetu, ktory nam umozZnuje venovat pri
vyucbe dostatok priestoru konkretizdcii, vizualizacii a experimentovaniu s roznymi variantmi skumaného
matematickeho problému.

Na tvorbu nazornejSich didaktickych postupov mézeme vyuzit' jednoduché vyukové programy, ziskané
prostrednictvom Internetu, medzi ktoré patri aj program EQUATION GRAPHER, ktory nas uputal
jednoduchou, prehl'adnou manipuléaciou a Sirokym vyuZzitim.

Vyhody vyuzivania takychto vyukovych programov vidime predovsetkym v:

e ich dostupnosti a finan¢nej nenarocnosti v porovnani s nakupovanim programov typu Matematika,
Maple ¢i Matlab,

e zefektivneni vyucby, uputani pozornosti Studentov, obrazok ziaka isto zaujme, nie je mozné si ho
nevs§imnut’,

e sami Studenti sa aktivne zmoctuju poznatkov, nie st len pasivnymi poslucha¢mi,

e kombinovani ré6znych foriem vyucby.



Napriek tomu, ze v sucasnosti sa ustavicne pertraktuje téma implementacie ICT do vyucby, pocitujeme
absenciu konkrétnej metodickej pomoci ucitelom, chybaji navody ako pouzit konkrétny didakticky
softvér pri preberani konkrétneho matematického uciva. Viaceré freewerové vyukové programy, dostupné
na Internete, su prevazne v anglickom jazyku, aprave toto Casto odradza predovsetkym tych ,,skor
narodenych®. Chceme preto predstavit’ a blizSie popisat’ jeden z mnohych vyukovych programov — tzv.
,kresliov grafov a tiez podat’ podrobnejsi navod, ako ho implementovat’ do vyucovania pre konkrétne
témy stredoskolského uciva.

Sharewarovil verziu programu  Equation Grapher si modzeme stiahnut na  webovej stranke
www.mfsoft.com. Je vhodny pre nazornejsie vyucovanie viacerych tém stredosSkolskej matematiky. Zaujal
nenarocnou, intuitivnou obsluhou, tiez tym, ze jeho popis, ktory je sice v anglickom jazyku je doplneny
sprievodnymi vel'mi vystiznymi obrazkami. Vdaka tlacidlam s adekvatnymi symbolmi je mozny rychly
a pohodlny servis a vyuZitie.

Popis programu ziskame, ak po jeho spusteni a otvoreni sa hlavného okna programu, vyberieme polozku
Help zhlavného programového Menu anasledne polozku Contents, kde najdeme ukazky jeho
zakladnych funkecii:

e vykreslovanie grafov funkcii po¢nuc od elementarnych, cez zlozené az po cyklometrické,

e vykreslenie 1. derivacie funkcie f(x), doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f(x) v danom bode,
e vypocet urcitého integralu funkcie f(x) na intervale < a, b >,

Priklad 1.:

Ak chceme pomocou programu Equation Grapher vypocitat’ urcity integral z funkcie

y = (x+1)(x-2)(x+3) sta¢i zadat’ do textového riadku symbol | a nasledne funkciu v tvare

Jx) =(x+tD)*(x-2)*(x+3) ; -3,5; 2

pricom bodkociarkou st oddelené hranice intervalu, na ktorom integral ratame. Vidime, Ze program
vykresli plochu prislichajiicu uréitému integralu a do zaznamového okna vypise jeho hodnotu. Studenti
maju moznost’ ziskat' ndzornl predstavu o urcitom integrali z funkcie f(x) na intervale <a, b> ako obsahu
plochy ohranicenej grafom prislusnej funkcie a priamkami x =a; x =b.
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Obr. 1: Vypocet urcitého integralu
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Vysledok: y = (x+1)*(x-2)*(x+3);-3,5;2
Integral=-11,974
Priklad 2.:

Pri uréovani lokalnych extrémov funkcie y = (x+1)(x-2)(x+3) do textového riadku zadame funkciu
v tvare f{x) = (x+1)*(x-2)*(x+3). Na panely nastrojov vyberieme polozku so symbolom maxima alebo
minima funkcie, zadame interval tahom kurzora. Program vyznaéi lokalny extrém cervenym krizkom
a do zaznamového okna vypiSe stradnice najdeného bodu.
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Obr. 2: Uréovanie extrémov funkcii
Vysledok:
y = (x+1)*(x-2)*(x+3)
Maximum: Ymax=4,060672587 for x =-2,119632981
y = (x+1)*(x-2)*(x+3)
Minimum: Ymin=-8,208820735 for x = 0,7862996478

Popiseme blizsie hlavné programoveé menu a panel nastrojov

Eﬁ Equation Grapher Pro - [Untitled]
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Obr. 3:
Pomocou polozky File mézeme ulozit’ a vytlacit’ vysledky uloh.

Polozkou Edit zabezpecime ulozenie vysledkov uloh a grafov do schranky v grafickom formate WMF
a BMP s moznost'ou nasledného vloZenia do iného dokumentu.



Ako zapisovat jednotlivé funkcie v tomto programe informuje polozka Functions.

Polozka Options umoziuje prispdsobit’ hribku vykreslovanych kriviek, upravu rozsahu a mierky ¢i
mriezKy kartezianskeho grafu, upravu farby a §tylu pismu .

Tlacidla vyznacené na panely nastrojov Cervenou elipsou zabezpecia postupne vypocet minima a maxima
funkcie, pomocou nich najdeme a ur¢ime hodnotu priese¢nika grafov dvoch funkcii, nulové body funkcie,
k danej hodnote x prislichajucu hodnotu f(x) a tieZ aj naopak.

Vyhodou programu je tieZz, ze niektoré prikazy a funkcie nemusime vypisovat prostrednictvom
klavesnice, ale mozno vyuzit' paletku na lavej strane hlavného okna programu, v ktorej staci ,klikat
mySou“ na nazvy funkcii a preddefinované prikazy v tvare ikon (obrazok 4).
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Obr. 4:

Program Equation Grapher ( d’alej uz len EG) moZeme vyuZzit' na tvorbu nazornejSich didaktickych
postupov, ktoré kladu zvySeny déraz na vizualizaciu matematickych pojmov, pri vyucovani nasledujucich
tém zo stredoskolského uciva:

e grafické rieSenie niektorych typov rovnic (kvadratické, nelinearne, rovnice s absolitnou hodnotou)
e rieSenie niektorych typov ststav dvoch rovnic s dvoma neznamymi,
e polynomické rovnice a nerovnice.

Program EG, mé na rozdiel od niektorych dalSich ,kreslicov grafov®, velmi jednoducho riesené
vyhladavanie nulovych miest funkcie f(x) s ich naslednym vyznalenim prostrednictvom c¢erveného
krazku a vypisanim presnej hodnoty priese¢nika do textového okna. K tomuto ucelu pouZzijeme tlacidlo na
panely nastrojov s prislusnym oznacenim. To isté mdzeme povedat’ aj o funkcii vyhl'adavania priesecnika
grafov dvoch funkcii a naslednom urceni suradnic prieseénika. Prave tieto jeho dve schopnosti umoznia
Studentom graficky interpretovat’ a tiez graficky riesit rozne typy rovmic, viimat lepsie suvislost' medzi
rieSenim rovnice f(x) = 0 a hladanim nulovych bodov prislusnej funkcie y = f{x), zozndamit sa lepsie
s konkrétnymi grafimi funkcil.

Pri grafickom rieSeni rovnice f(x) = 0 méZeme postupovat’ dvoma spdsobmi:

1. spésob: Ak je dana rovnica f(x) = 0, kde f(x) je spojita funkcia, tak na uréenie jej realnych
korenov v intervale < a, b > zostrojime graf funkcie y = f(x) a vyhladame x-ové stradnice
priese¢nikov grafu funkcie f(x) s osou x; postup s vyuzitim programu EG bol popisany vyssie.
Tieto ¢isla su korenimi rovnice f(x) = 0.

2. sposob: Niekedy byva vyhodnejsie prepisat’ rovnicu f(x) = 0 na tvar F;(x) = Fy(x); pricom
rovnice f(x) = 0 a F;(x) = Fy(x) st ekvivalentné. V tej istej stiradnicovej sustave zostrojime
grafy y;=F|(xX) a y,=FyXx). Vyuzitim programu EG ur¢ime x-ové¢ stradnice priesecnikov
tychto grafov , ktoré su  korefimi rovnice f(x) = 0. Tento spdsob sa vyuziva napriklad pri
grafickom rieseni kvadratickej rovnice.
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2 Grafické riesenie kvadratickych rovnic

Kvadratick( rovnicu  ax’ + bx + ¢ = 0 prepiSeme do tvaru y,=ax’ a y, =-(bx + ¢); a #0 . VyuZijeme

grafy funkcii y; a y,, pricom x — ové suradnice prieseCnikov paraboly a priamky su korefimi rovnice
2

ax” +bx+c=0.

Postupujeme od znazornovania rydzokvadratickej rovnice, nasledne preskimame typ kvadratickej
rovnice ax’ + bx = 0, kde ¢ = 0 aZ po vieobecnu kvadraticku rovnicu.

Pozornost Studentov upriamujeme na sledovanie nasledovnych javov a faktov:

Aku polohu maju priamky vzhladom k parabole ( ziskame informdciu o pocte rieSeni v obore R),

Aky vztah ma hodnota diskriminantu k urcitému typu zobrazenia (vztah diskriminantu a poctu rieseni v R)
Ako sa javi okolnost dvojndsobného korena pri grafickej interpretdcii,

Akd je poloha priamky a paraboly v pripade funkcii typu ax’ + bx = 0, ¢o z toho vyplyva,

Ako sa zjednodusi grafické riesenie, ak sa jedna o rydzokvadraticku funkciu.

Priklad 3.:

Graficky sposob riesenia kvadratickej rovnice 2x> - 3x - 4 = 0 pomocou EG demonitruje obrazok 5.
Tento program udava hodnoty korefiov rovnice x; =-0,85078105 a x, = 2,35078105. Vysledky sa zhoduju
na osem desatinnych miest s vysledkami, ktoré ziskame, ak rie§ime rovnicu pomocou diskriminantu,
ktorého hodnota je D = 41. Vidime teda, Ze presnost’ programu je vel'mi dobra a mézeme ho vyuzit aj pri
vyhl'adavani korenov nelinearnych ¢i polynomickych rovnic.

y1=2%"2 and y2=3w+d 20
Intersection: v =1 447E66822 for « =
-0,8507810594

y1=2""2 and y2=3"u+4 16
Intersection: v ="11,0523438 for x =
2.3650781059

12
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Obr. 5:

3 RieSenie nelinearnych rovnic

Pri rieSeni niektorych slovnych uloh sa méze vyskytnut’ situacia, ze potrebujeme riesit’ nelinearnu rovnicu,
pripadne algebraicka rovnicu stupna > 2.

Priklad 4.

Objem kocky je o 1 cm mensi nez objem kvadra, ktorého jedna strana merial,5cm, druha sa rovna hrane
kocky a tretia je o 1cm dlhSia ako hrana kocky. Aké su rozmery kocky a kvadra?
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Priklad vedie na rie§enie reciprokej rovnice: x> — 1,5 x*- 1,5x +1 = 0, je to rovnica typu ax’ + bx* + bx +

a = 0, ktoru rieSime analyticky nasledovnym spo6sobom:

ax’ +bx’ +bx+a=0oal + 1) +bhx(x+1) =0 &
ax + (X’ -x+1) +bx(x+1) =0

(x+ Diax’ +bx—ax+a) =0 &x =-1

v P s v g . . . 2
d’alsie dva korene ziskame rieSenim kvadratickej rovnice (ax” + bx —ax + a) = 0.

V nasom konkrétnom pripade ziskavame korene x; =-1,x,=2a x3=0,5

Riesme rovnicu graficky s podporou EG (obrazok ¢.6).

Ziskame grafy funkcii y, =x’ a y,=1,5x* + 1,5x -1 a nasledne ich priese¢niky.

Vysledky ziskané programom EG su:

w=x"3
o= A2+, 5%

y1=x"3 and y2=1,5*x"2+1,5*x-1
Intersection: y = -1 for x =-1

y1=x"3 and y2=1,5*x"2+1,5*x-1
Intersection: y = 0,125 for x = 0,5

y1=x"3 and y2=1,5*x"2+1,5*x-1

Intersection: y = 8 for x =2

Program EG s vel'mi dobrou presnostiou nasiel korene x = -1, x =2 ax = 0,5. MéZeme ho teda vyuzit’ aj
ako spatnu vidzbu na kontrolu vysledkov vypoctov a suCasne na upevinovanie predstavy o grafoch funkeii,

ktoré pri rieSeni vyuzivame.
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VysSie spomenutym spdsobom  mozeme rieSit aj  niektoré dalSie typy nelinearnych
rovnic, ( napriklad e* + x’ =0 a d’alsie ). Casto nas aj aplika¢né ulohy z oblasti ur&itého integralu mozu
postavit’ pred problém, najst’ rieSenie nelinearnej rovnice.

Priklad 5.

Vypotitajte obsah plochy ohranienej grafmi funkcii f(x) = x°, g(x) = (cosx)* a osou y.

VAR

Pri rieSeni potrebujeme najst’ prieseénik grafov oboch funkcii, ¢iZe riesit nelinedrnu rovnicu x* = (cosx)*
nasledne x- ovu sturadnicu priese¢nika grafov funkcii pouzijeme ako hornti hranicu urcité¢ho integralu:

[(£(x) - g(x))ex

Pri pouziti programu EG ziskame vysledky :
y1=(cos x)"2 and y2=x"3
Intersection: y = 0,4945774389 for x = 0,7908208308

¥
5 R (=al-F

na
I
=
3y
wi

4

-4

5
Obr. 7:
0,7908
Obsah plochy vypoéitame zo vzt'ahu: S = I((COS x)? = x")dx
Na vypocet integralu sme vyuzili opat’ progroam EG, pricom sme ziskali tieto ¢iastkové vysledky:
y = (cos x)"2;0;0,7908
Integral=0,64539
Y =x"3;0;0,7908
Integral=0,09777
Obsah plochy S = 0,54762j".

Grafické interpretacie rieSenia rovnic navrhujeme vyuzivat' aj pri niektorych jednoduchsich rovniciach
s absolutnymi hodnotami ako st napr.: |x+2| = |x| - 3. Umoznime tak $tudentom ziskat' vicsiu prax
vo vykresl'ovani aj tychto typov funkcii.



Graficky mozeme rieSit’ aj niektoré stistavy dvoch rovnic s dvoma neznamymi. Ci uz sa jedna o ststavy
linearnych rovnic, alebo o ststavy rovnic typu:

(O +y =1
(2) ax + by +c=0 akoidalsie,

ktoré rieSime tak, Ze graficky interpretujeme prvi rovnicu (ako kruznicu) a tiez druhu rovnicu (ako
priamku). Suradnice priesecnikov (x;, ¥1 ), (X2, y2 ) kruznice s priamkou st rieSenim sustavy.

Prostrednictvom grafickej interpreticie mozeme demonstrovat’ pocet rieSeni takychto sustav, sucasne
zopakovat' so Studentmi grafy priamky, paraboly, kruznice, ¢i hyperboly. Poukazat' nato, ako sa
vedomosti ziskané pri preberani istej matematickej témy daju vyuzit v niektorej dalSej oblasti
matematiky.

4 Polynomické rovnice a nerovnice

Polynomické nerovnice su nerovnice typu: fix) > 0; fix) < 0; fix) = 0; fix) < 0
kde f{x) = a,x" + a,. X"+ ...+ ax +a, pricom a,#0, x € R je polyném n — tého stupiia, n € N, n > 1.
Riesime ich rozkladom mnoziny R na casti, ktorych hrani¢né body su korene polyndému f(x) = 0.
NajpouzivanejSie su tzv. tabulkova alebo intervalovd metdda. Nazornej$i je sposob, pri ktorom
vyuzijeme graf funkcie f{x) = y. Tento vytvorime pomocou programu EG, nasledne analyzujeme
a ziskame prostrednictvom neho rieSenie nerovnice f(x) >0, (resp. f(x) < 0, f(x)>0; f(x)<0).

Priklad 6.:

Riesme nerovnicu x* - 3x* + 2x < 0 . Najéastejsie sa postupuje tak, e Studenti vyhladaju nulové
miesta funkcie f(x) = 0 a zapi$u ju v tvare stéinu.: (x-1)’(x+2)x < 0. Rozdelia definiény obor na
intervaly nulovymi bodmi rovnice f(x) = 0, nasledne rozhoduju o znamienku nerovnice na jednotlivych
podintervaloch, pricom potrebné fakty zapisuji do tabulky alebo nad ¢iselnu os a ziskavaju rieSenie.
Casto ani netusia, ako vyzera graf funkcie, s ktorou pracuju . V pripade, Z¢ mame moZnost pomocou
programu EG ziskat’ graf funkcie f(x) =y (obrazok 8), mézeme vizualizovat’ ziskané vysledky, preskimat’
,Specidlne pripady* nerovnic; t.j. nerovnice, ktoré bud’ nemaju rieSenie v R, alebo ich rieSenim je cela
mnozina R., sucasne Studentov upozornit’ na d’alSie zaujimavé fakty a suvislosti ako si: pocet realnych
koreniov algebraickej rovnice, ako sa prejavi viacnasobny koren na grafe funkcie, mézeme vykreslit’ graf
1.derivacie funkcie a hlbsie analyzovat’ priebeh funkciu f(x) z aspektu poznatkov, ktoré uz Studenti ziskali
na predchadzajucich hodinach

Jednoducho nemusime vyucovat urcitu téemu izolovane, ale vdaka prostriedkom ICT zefektivnime vyucbu,

vvvvvv

preberanou.
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o= o1 240 234
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Root: x =-2
y = (x-1)"2*(x+2)*x
Root: x=0

y = (X-D)"2*(x+2)*x

Root: x = 1,000000955

y = (x-1)"2*(x+2)*x

Riesenim nerovnice je interval (-2;0)

V tomto ¢lanku sme sa pokusili upriamit’ pozornost’ na potrebu nazornejSieho vyucovania matematiky
s podporou ICT. Vychadzali sme z predpokladu, Ze vedomosti, ktoré si Student osvoji pocas vlastného
experimentovania si vedomosti podstatne trvacejsie, ako vedomosti ziskané pri klasickom pasivnom
transmisivnom vyu€ovani. Su to prave prostriedky ICT, ktoré zefektiviiuji vyu€bu a umoZnia nam
Studentov aktivne zapojit’ do vyucovacieho procesu a urobit’ ich spoluobjavitel'mi novych matematickych
pojmov a suvislosti.
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