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v Informacny vek modifikuje metédy a formy vyucovania matematiky

O KRIVKE NAJRYCHLEJSIEHO PADU

ON A CURVE OF FASTEST FALL

Darina Stachova, Milan Stacho

Abstract: Cycloid is a special planar curve defined, for instance, as a trace of a point on
a rotating object travelling in a gravitational field. Quite often we encounter it in nature in
various interesting situations; we also find its use in sports, but, most notably, in
engineering practice, where it allows solving variety of technical problems.

In this contribution, we discuss interesting history of this curve, history of its exact
mathematical characterisation as well as explain physical phenomena accompanied by
the presence of cycloid by way of interesting real-life examples.
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Uvod

Starovekd cinska architektira je ojedineld. Na starovekych c¢inskych stavbach st okrem
charakteristickej ornamentéalnej vyzdoby (ako napr. hlavy draka) zaujimavé typické strechy, ktoré
pozname pod nazvom pagodové (Obr. 1). Ich tvar vyplyva pravdepodobne z tradicie a
nabozenstva, ale d4 sa predpokladat’, ze vacSiu tlohu zohrali dostupné stavebné technologie, resp.
nevyhnutnost’ vhodnej ochrany obydli pred vetrom a dazdom. Avsak (ako sa dozvieme v
nasledujucom texte) tvar pagodovych striech je prirodzeny, opisatelny istou Specifickou
matematickou krivkou, ktort beZzne nachddzame ¢i uz pri réznych prirodnych ukazoch, alebo
taktiez v umeni a v technickej praxi.

1 Krivky

V prirode, umeni aj v technike nachadzame rozne typy kriviek. Co vlastne rozumieme pod
pojmom krivka? Pociatky pojmu krivka siahaju aZ do starovekého Grécka. V priebehu dejin sa
nazor na krivku menil a jej definicia sa spresnovala. Ak by sme chceli krivku intuitivne
jednoducho vysvetlit, povedali by sme c¢iara. Napriklad Euklides vyjadril svoju intuitivhu
predstavu o krivke takto: ,Ciara je dizka bez Sirky.” Toto viak nemozno povazovat za
rigor6znu matematicku definiciu. Euklidova predstava vSak vedie k intuitivnemu vykladu krivky
ako stopy pohybujuceho sa hmotného bodu.

Pojem krivka dnes pouzivaju rdzne discipliny, matematika, fyzika, ako aj rdzne oblasti
vytvarného umenia, a iné. V kazdej z nich krivku charakterizuji osobitym spdsobom. Umelec by
o krivke hovoril ako o krivej Ciare, ¢ize Ciare, ktora nie je rovna, napriklad ako priamka. Cielom
umelca je krivku iba nakreslit. Z pohl'adu fyziky charakterizujeme krivku ako drahu spojito sa
pohybujuceho hmotného bodu v uritom ¢asovom intervale. Ak pojem krivky charakterizujeme z
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hl'adiska matematiky ako zobrazenie, tak je krivka spojitym obrazom usecky. Pri pouziti tejto
definicie krivky sa ale ukazalo, ze takato definicia je prili§ Siroka. Taliansky matematik Peano uz
v roku 1890 ukézal, Ze existuje spojité zobrazenie usecky na Stvorec. Teda dradha hmotného bodu
modze vyplnit’ cely stvorec, a preto toto zobrazenie nie je jedno-jednoznacné, t. j. pohybujici sa
bod prejde niektorymi bodmi Stvorca viackrat. PresnejSiu definiciu krivky podal rakusky
matematik Menger v roku 1921, a nezavisle na iom rusky matematik Urysohn. Ich definiciu
mozno uviest’ asi takto: ,krivka je kontinuum, ktorého lubovolné dva body sa dajii oddelit
mnozinou neobsahujiicou uz Ziadne kontinuum” . Zname st v3ak aj iné definicie krivky. Na§im
cielom vsSak nie je rozbor samotného pojmu krivka. Pre nas je postacujuce vnimat’ krivku ako
mnozinu bodov, ktoré spiiaji predpisant stistavu rovnic. Chceme sa skor zamerat’ na konkrétnu
krivku, popisat’ ju rovnicami a vyhl'adat’ jej vyskyt v prostredi okolo nas.

Kinematickou geometriou je nazyvanid geometria skimajica pohyb na ¢isto geometrickom
zaklade, teda nezavisle od Casu, v ktorom bol vykonany. Ked’ze pri takomto pohybe nie je
dolezitd rychlost, hovorime jej Casto premiestnenie. Rovinnd kinematickd geometria skuma
premiestiiovanie nepremenného rovinného utvaru v jeho rovine. Aj v tomto pripade su krivky, po
ktorych sa pohybuju jednotlivé body pohybujiceho sa ttvaru, nazvané trajektériami - drahami
tohto bodu. Z mnozstva standardnych kinematickych rovinnych kriviek sa najcastejsie stretavame
S0 Spiralami, cykloidalnymi krivkami a s konchoidami.

Obr. 1: Krivky okolo nas

2 Cykloida

Objav infinitezimalneho poctu v 17. storo¢i otvoril badatelom nové obzory exaktnych prirodnych
vied a umoznil matematické rieSenie mnohych problémov, ktoré boli inymi prostriedkami ¢asto
neriesite'né. Zvlastnou kapitolou boli tzv. extremdlne problémy, t.J. vyhladdavanie maxim a minim
roznych funkcii. Bolo mozné ich aplikovat’ v mnohych ulohach velkej praktickej dolezitosti.

Napriklad bolo mozné vypocitat’ pomer polomeru a vysky konzervy tvaru valca, aby spotreba
plechu pri vyrobe bola pri danom objeme Co najmensia (7 =%
stoziare verejného osvetlenia, postavené na priamej ceste s rozostupom |, aby cesta bola

maximalne osvetlena (h:ﬁ ~0,35361/); aké dlhé moze byt vozidlo, aby preslo z ulice so

2
sirkou a do kolmej ulice so Sirkou b (/= a Y1+ (2] ); atd.

); urcit, aké vysoké maji byt
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V tomto kontexte je zndmy aj nasledujuci problém z optiky. Lu¢ prechadza prostredim, v ktorom
sa $iri rychlostou v, a dopada do prostredia s rychlost’'ou §irenia v,. Akt drahu z bodu A do bodu
B (oba body su dané) musime zvolit’, aby Cas potrebny na prebehnutie lic¢a bol najkratsi? Toto
vedie k nasledujucemu vztahu (vid’. Obr. 2):
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Obr. 2: Lom svetla

Rovnica (1) opisuje lom luc¢a na rozhrani dvoch prostredi s roznymi optickymi hustotami. Je to
znamy Snellov zadkon 0 lome svetla. Da sa vSak taktiez ziskat' ako matematicky dosledok
Fermatovho principu 0 prelete li¢a v najkratSom case, pouzitim elementarnych geometrickych
vlastnosti trojuholnikov a suvisiacich goniometrickych funkcii.

Poznamenéavame, ze tento priklad patri do kategorie tzv. izoperimetrickych uiloh, znamych uz zo
staroveku [1], [7]. Podobne, ako vo vyssie uvedenych prikladoch, tyka sa vyhl'adavania extrémov
nejakej obycajnej funkcie. Riesenie zlozitejsich uloh vsak vyzaduje vseobecnejsi model. Tym je
tzv. variacny pocet, znamy od konca 17. storo¢ia. Pod pojmom variaény pocet rozumieme
matematickl disciplinu, ktora sa zaobera problematikou hladania extrémnych hodnét vyrazov
obsahujucich integral, tzv. funkciondlov.

NajznamejSou ulohou variaéného poctu je uloha o brachystochrone (Obr. 3), krivke naj-
rychlejSieho padu (brachystos znamend po grécky najkrat$i a chronos znamena cas), ktoru
predlozil Johann Bernoulli (1677-1748) v roku 1696 v ¢asopise ,, Acta Eruditorum” :

»Najst taku krivku v zvislej rovine (gravitacného pola), spajajucu body A a B, aby sa
bod, valiaci sa po nej bez trenia, dostal z A do B za najkratsi mozny cas. ”

G. W. Leibniz (1646-1716) ulohu ohodnotil vlastnym posudkom, v ktorom napisal, ze ide ,0
vel'mi krdsnu a neslychanii ulohu.” Bernoulli o nej doslova pise:
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» Zmyslom tilohy je, ndjst medzi nekonecne mnohymi krivkami spdjajiicimi oba body takii, pozdiz
ktorej - ak by bola nahradend prislusnou tenkou zakrivenou trubicou - by vloZend a volne
vypustena gulicka dospela do druhého bodu v najkratsom case. Aby som vsak vylucil akukolvek
dvojznacnost, pripominam vyslovne, Ze prijimam Galileiho hypotézu, o ktorej Ziadny rozumny
geometer nepochybuje, podla ktorej - ak nedbame odporu pohybu - sa rychlost padajiceho
telesa meni s druhou odmocninou z prebehnutého vyskového rozdielu.” (J. Bernoulli)

Podobna uloha o izochrone - krivke konstantného ¢asu, ktora ma taka vlastnost, ze hmotny bod

spustany z jej l'ubovolnych bodov A, Ay, . . . dospeje do jej najnizsieho bodu B za rovnaky ¢as -

vedie k tomu istému rieseniu (Obr. 4).
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Obr. 3: Brachystochrona Obr. 4: 1zochrona

Predpokladajme, ze gulicka je vypustena z bodu 0 (Obr. 5) s nulovou pociatoénou rychlostou,
takze v bode P = (Xp , Yp ) ma rychlost v=,/2gy . Element drahy ma vel'kost ds=4/1+ y'zdx

'~ DY Gulic Sas di =45 takze di = L |17
(»"=.)- Gulicka ho prebehne za Cas dt = <%, takze dt = e\ dx (2
0 X _ )

>

Obr.5

Celkovy ¢as, ktory ma byt’ minimalny, dostaneme integraciou:
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7= j i == ,/“y ©)

Hodnota integralu zavisi od priebehu funkcie y(x), je to teda funkcional. Vyhladanie extrému
tohoto funkciondlu je charakteristickou ulohou variaéného poctu. Vo vSeobecnom pripade sa

b
jedna o tulohu najst neznamu funkciu y(x) tak, aby funkcional J = I F (x, v, y’)dx nadobudal
X—a
stacionarne hodnoty (t.j. maximum, minimum alebo ide o inflexny bod s nulovou smernicou
doty¢nice v fiom).

Vyzvu Johanna Bernoulliho prijali jeho star§i brat Jakub Bernoulli (1654-1705), Leibnitz,
L’ Hospital (1661-1704), Newton (1642-1727) a Huygens (1629-1695). Ti vetci podali spravne
riesenie. Najjednoduchsie riesenie vsak podal sam Johannn Bernoulli. Vysiel z Fermatovho
principu (1) a predpokladal, ze extremalnu vlastnost’ ma nielen cela dréha, ale aj kazda jej Cast’,
teda aj element ds. Podl'a rovnice (1) musi teda platit’, ze

L__ — konst., ateda —1— = konst. 4)
1+y'2 VY il+y'2 '

Krivka, ktora vyhovuje tejto rovnici, je hladana brachystochrona. V 17. storoéi, Vv Case
Bernoulliho vyzvy, vSak nebola k dispozicii ziadna tedria diferencidlnych rovnic, ale z
analytickych opisov zndmych kriviek bolo mozné skusmo takéto rovnice odvodit’.

singo:l@_

1
v vds v

Napriklad v tom ¢ase bolo zname Huygensove rieSenie problému o izochrone (tautochrone) -
krivke, po ktorej dorazi guli¢ka vypustena z 'ubovol'ného miesta do najnizsieho bodu za rovnaky
cas. Tymto spdsobom, na zéklade Huygensovho analytického vyjadrenia, Johann Bernoulli
rozpoznal, ze za rovnicou (4) sa skryva ta ista krivka.

Obr. 6: Model na ilustraciu brachystochrony z 18. storo¢ia z dreva a slonoviny

Dnes pozname tito krivku pod nazvom cykloida, resp. ortocykloida. Jej definicia je nazorna:
»cykloida je periodicka krivka, ktora ako svoju stopu zanechava bod pevne spojeny s kruznicou
kotul'ajiicou sa po nehybnej rovnej podlozke” . Predpoklada sa pri tom, Ze kotil'anie sa kruznice
a tym aj pohyb v smere podlozky si rovnomerné. (Pre prakticka predstavu uvazujme pohyb bodu
pneumatiky rovnomerne pohybujuceho sa vozidla po rovnom povrchu.)
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Na zaklade polohy sledovaného bodu vzhladom ku kruznici rozliSujeme tri zakladné typy
cykloid (vid’. Obr. 7-9). Znama je taktiez aj epicykloida (hypocykloida) opisujiuca pohyb bodu
kottlajucej sa kruznice po inej, pevnej kruznici, pri ich vonkajsom (vnatornom) dotyku.

Néjst' rovnicu (orto)cykloidy nie je zlozité. Priamo z definicie dostdvame nasledujlice
parametrické vyjadrenie X = X(¢), ¥ = Y(¢), kde a je polomer kruznice (vid’. Obr. 5):

X=a @—asing
y=a—acosp=2a sinzg )

Na zaklade tohoto vyjadrenia moézeme overit, ze riesenim (4), tak ako poukazal Johann
Bernoulli, je naozaj cykloida; hl'adanéd krivka brachystochrona presne zodpovedd aperiodickej
Casti obratenej cykloidy, pre vhodne zvolenti hodnotu polomeru kruznice a (vyplyvajucu z
pociatocnej polohy bodov A, B). K tomu ucelu si z (5) vypocitame derivaciu:

dy

r_dy _dp _ 14

y_dx_@_COtgz (6)
do

Naésledne z rovnice (6) vylu¢ime uhol ¢ pomocou druhej z rovnic (5) a dostaneme (4).

O cykloidu sa zaujimali uz v starovekom Grécku, ale prvé pisomné zmienky pochéadzaji az zo
14. a 15. storodia od filozofov a matematikov Mikula$a Kusanského a Charlesa de Bouvelles.

QO

Obr. 7: Obycajna cykloida

(TETUT O

Obr. 8: Skratena cykloida

Naozaj fascinovany bol cykloidou Galileo Galilei, ktory o nej napisal prvy spis v roku 1599, kde
ju tiez pomenoval. Vlastnosti cykloidy podrobne preskiimal Blaise Pascal, ktory uz t'azko chory
uverejnil v roku 1658 pod pseudonymom svoj traktat o cykloide. V 17. storo¢i vzbudila zaujem
celého radu matematikov a fyzikov (Newton, Pascal, Wren, Mersenne) pre svoje pozoruhodné
vlastnosti. Zaujem o cykloidu a vzajomna rivalita tychto vedcov prispela zna¢nou mierou aj k
rozvoju diferencidlneho a integralneho poctu. Newton nasiel taZisko obluku cykloidy, architekt
Christopher Wren spogital dizku jej jedného obluku (I = 8a, ¢ize nezavisi na 7) a Blaise Pascal
obsah plochy pod jej jednym oblukom (S = 37a’).

Obr. 9: PrediZena cykloida
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2 Cykloida v technike a prirode

Cykloidu v prirode a technike v sucasnosti nachddzame (okrem uz spomenutého pripadu) na
necakanych miestach a v réznych zaujimavych stvislostiach. Cykloidy sa napr. s obl'ubou
vyuzivaji na cykloiddlne ozubené kolesd v prevodovkach - cykloiddlne ozubenie umoziuje
prenos rotaéného pohybu z jedného ozubeného kolesa na druhé koleso bez lokdlnych zmien
uhlovej rychlosti. Podobne vyrez na carvingovych lyziach mé tvar cykloidy, ¢im sa minimalizuje
trenie pri styku lyze so snehom. S cykloidou sa Casto stretivame aj v stavebnom inzinierstve.
Konstrukcie mostnych a tunelovych telies (napr. nové tunely prazského metra, tunel Mrazovka -
Obr. 10) mavaju prieény profil tvaru cykloidy. Tento tvar umoziuje rovnomerné rozlozenie tlaku
horniny na steny beténového telesa tunela.

Obr. 10: Tunel Mrazovka

Z minulosti je znamy Huygensov pribeh cykloidalneho kyvadla. Huygens sa s cykloidou zrejme
intenzivne zoznamil v roku 1658, ked’ sa zucastnil stitaze v rieseni 6 tloh o cykloide vyhlasenej
Pascalom. (V stut’azi nedopadol najhorsie, ale vitazom sa stal pod pseudonymom vystupujtici sam
vyhlasovatel’). Huygens vyuzil Pascalove poznatky o cykloide pri svojom studiu pohybu kyvadla.
Navrhol cykloidalne (izochronné) kyvadlo (dnes zname ako Huygensovo na jeho pocest’), ktoré
na rozdiel od normalneho matematického kyvadla pri vacsej pociatoénej vychylke nepredlzuje
svoju periodu. To umoznilo zna¢ne zvysit presnost’ kyvadlovych hodin. Kyvadlo prispdsobil tak,
aby dizka kyvu (peridda kyvania) nezavisela od jeho vychylky (amplitidy kyvania). K tomu
prave bolo potrebné, aby hmotny bod neopisoval obluk kruznice, ale cykloidu. Dosiahol to tym,
7e obmedzil pohyb vlakna v blizkosti upevnenia zavesu kyvadla dvoma plieskami (Obr. 12).
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AN

v
Obr. 11: Cykloidalne kyvadlo Obr. 12

Dalsiu ukazku cykloidy (ako bolo naznaéené v uvode) vidime v &inskej architektiire. Staroveké
¢inska architektira je jedinecnd a zndma po celom svete. Jej pociatky siahaji do obdobia spred
troch tisic rokov, avsak od tej doby sa stavitel'stvo v Cine menilo len nepatrne. Hoci krajina
dosahovala zna¢ného rozvoja (pol'nohospodarstvo - pestovanie a vyvoz Caju, ryze, hodvabu;
spologenska diferenciacia - organiza¢na $truktara Ciny, jednotny zdkonnik; objavy a vynélezy -
kompas, papier, pusny prach, . . . ) v porovnani so zvyskom sveta, v jej architektare hrali zasadny
vplyv predovsetkym tradicie, povery a najmi Gradné nariadenia. Mozeme tak pozorovat’ len
relativne malil rozmanitost’ ¢inskych stavieb a v podstate jediny architektonicky sloh. Podl'a
rovnakych zasad boli stavané nielen jednoduché obydlia, ale aj honosné palace a celé mesta.

- W) . B -

e~

Obr. 13: Ukazka ¢inskej architektiry

Strechu povazovali za jednu z najdolezitejSich Casti domu. Spomedzi vSetkych jej moznych
tvarov preferovali $ikmu strechu, ked’ze v Cine velmi &asto pr$i (na juhu cca 990 mm zrazok
roéne), lebo ovel'a lepsie odvadza vodu, ktora sa tak na streche nehromadi. Cinski stavitelia a
architekti, ktori boli v tom obdobi povazovani skor za remeselnikov nez za umelcov, vychadzajuc
zo svojich najlepsich skusenosti navrhovali a stavali tradi¢né strechy s profilom v tvare cykloidy
a tato krivku pouzivali aj na tvar ich bo¢nych hrebeniov. Tym sa minimalizoval ¢as styku vody so
stavebnym materialom (vid’. uloha o brachystochrone), dosledkom ¢oho sa vylepSovali izola¢né
schopnosti strechy a predlzovala sa zivotnost’ krytiny.

V prirode nie je zriedkavym uUkaz kruhov na hladine vody. Ak kamen hodime do vody,
pozorujeme na hladine kruhy (sustredné kruznice). Hodeny kamen vytvori vo vode viny. Dobre
zname su aj narastajuce kruhové viny, ktoré mozno pozorovat pri dazdi na kazdej mlake.
Zaujimavé pritom je, ze v mieste, kde na hladinu dopadne kamen ¢i kvapka, sa hladina vody
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¢oskoro po dopade upokoji a vinovy rozruch sa prejavuje uz len vo vzdialenejsich oblastiach
hladiny. Hladina sa teda v dosledku vzajomného pdsobenia Castic chovd ako pruzna blana.
Castice hladiny vody vykonavaju kmitavy pohyb. Pri vineni nedochadza k pohybu prostredia ako
celku, ale jednotlivé Casti prostredia osciluju okolo urcitej rovnovaznej polohy. Rozlisujeme dva
zakladné druhy vlnenia, a to vlnenie prie¢ne a vinenie pozdizne. V tuhych latkach méze vzniknut
vlnenie priene aj pozdiZne. Niektoré druhy vlnenia, napr. povrchové vlny na vode, nemozno
pokladat’ iba za prie¢ne, alebo iba za pozdizne. Castice vody vykonavaju elipticky, alebo aj
vieobecne zlozitejsi pohyb a vinenie na vode je kombinaciou prieéneho a pozdizneho vinenia [8].
Zdalo by sa, ze hladina vody ma tvar sinusoidy, ktora je tradi¢ne spajana s kmitavym pohybom.
Avsak, ak vytvorime profil takejto hladiny, spozorujeme, Ze ho tvoria cykloidy. Dévodom je to,
ze sa jednd o pohyb sucasne ako vo vertikdlnom tak aj v horizondlnom smere (od zdroja impulzu)
- vid’. Obr. 14.

‘ S e o=

| | S S | . S
p o ° "utvd“' 'l&vd"' 'l&.rdc
.‘«.‘.‘.’-.“7«.‘.‘.’.’—!1«."5’--‘

Obr. 14: VInenie na hladine vody

Okrem vody objavujeme vyskyt cykloidy aj v suvislosti s d’al$im zivlom - s tornadom. Tornado
je komplikovany a eSte nie celkom vedecky objasneny prirodny jav, ktory vznikd v ramci
materského burkového oblaku a pohybuje sa spolu s nim. Pohyb torndda moéze byt
nevyspytatelny, napriek tomu ma stopa skazy vzdy tvar cykloidy (ako stopa rotujucej lopty na
rovnom povrchu). Na periférii vacsich tornad sa vytvoria rozmerovo mensie, tzv. sekundarne
savé viry, ktoré viak svojim destruktivnym u¢inkom vysoko prevysuju ,nosné” tornado. Savé
viry sa zemského povrchu dotykaja len vel'mi kratko a nimi zasiahnuta oblast’ byva mala, silne
ohrani¢ena [10]. Prave ich pritomnostou sa vysvetluju miestne, znaéne premenlivé Skody -
napriklad z domu je strhnutd strecha, zatial ¢o o par metrov vedla stojaci sklenik zostane
nedotknuty. Slovo savy vyjadruje ich d’al§iu vyznamnu vlastnost’ - vyrazny savy efekt smerom
nahor. Pritom ¢im je postup tornada pomalsi alebo obvodova rychlost’ rotacie vysSia, tym sa
jednotlivé cykloidy - trajektorie sekundarneho viru - viac prekryvaju.

MODEL OF TORNADO WITH MULTIPLE SUCTION VORTICES

T TRANSLATIONAL SPEED OF TORNADO

S TRANSLATIONAL SPEED OF SUCTION VORTEX

V' ROTATIONAL SPEED AROUND TORNADO CORE

FUJITA, 1971

P e =

Obr. 15: Model tornada Obr. 16: Pohl'ad na tornado
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Futbalovych fanuSikov nadchyna let lopty. Okrem rychlosti letu a sily narazu ich ocartiva
schopnost’ $pickovych hracov narabat’ s loptou tak, akoby pre fiu neplatili fyzikdlne zakony.
Vedia nastrelit’ loptu tak, ze leti po zdanlivo nemyslitelnych trajektériach. Nepohybuje sa po
priamke, ale si urobi vo vzduchu ,zdkrutu” . Aj tento na prvy pohlad nadprirodzeny jav vie
fyzika vysvetlit. Uvedeny spdsob letu futbalovej, ale aj volejbalovej ¢i inej lopty, nie je ani
Sportovym laikom neznamy a existuje pre fiu aj pomenovanie fal$-lopta. Odborne sa tento jav
opisuje ako zakrivenie drahy pohybu lopty a nazyva sa Magnusov efekt. Co je jeho pri¢inou?
Pomocou ktorych fyzikdlnych zékonitosti ho vysvetlime?

Obr. 17: Fals-lopta

Podla prvého Newtonowho zakona, tzv. zdkona zotrvacnosti, lopta, povedzme futbalova, ktora
bola uvedend do pohybu nejakou rychlostou, napr. vystrelend zo znacky rohového kopu, by sa
mala pohybovat’ rovnomerne priamociaro, pokial’ na fiu nepdsobia ziadne sily. Ked'ze ale na
loptu pdsobi sila tiaZe, draha pohybu lopty sa bude zakrivovat’ zvisle nadol. Lopta leti dopredu a
sucasne pada. Vysledkom je pohyb, ktorého draha je krivka nazyvana parabola. Tak by to bolo,
keby na fiu neposobili iné sily. V skutocnosti prebieha pohyb lopty v priestore vyplnenom
vzduchom, ktory kladie odpor jej pohybu. Tato sila brzdi pohyb lopty a spdsobuje zvacsenie
zakrivenia. Krivka, ktorda znazoriiuje drahu pohybu, nebude teda v skutoCnosti parabola, ale
zakrivenejsia - balisticka krivka.

Spominané zakrivenie je vidiet’ pri pohl'ade zboku. Ako je to pri pohl'ade zhora? Prebieha pohyb
lopty po inej ako priamej drahe? Ano. Takato dréhu lopty vysvetluja fyzici tzv. Magnusovym
efektom. Magnusov efekt mézeme pozorovat’ u telies, ktoré pri svojom pohybe vzduchom rotuju
okolo vlastnej osi kolmej na smer pohybu. Uz slavny Isaac Newton si v roku 1672 vsimol, ze let
tenisovej lopticky je ovplyvneny jej rotaciou. Tento efekt potom v 18. storoci Studoval anglicky
matematik Benjamin Robins, ale k jeho podrobnému preskimaniu prispel najmid nemecky
chemik a fyzik Heinrich Gustav Magnus (1802-1870), po ktorom je efekt pomenovany [4]. Bez
hlbsich fyzikdlnych znalosti sa tento jav da vysvetlit’ len zjednodusene. V podstate ide o to, Ze
rotacia sposobi nesymetrické rozlozenie medznej vrstvy vzduchu na povrchu rotujiceho telesa,
pretoze jedna strana telesa ma voci vzduchu inu rychlost’ nez druha strana [5]. Désledkom toho je
nesymetrické odtrhavanie sa medznej vrstvy vzduchu na zadnej strane lopty, pricom vznika
bocna sila, odklanajtca loptu z priameho smeru. Zaujimavé pritom je, ze tato bocna sila zacne
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narastat’, az ked’ sa let lopty spomali tak, Ze pridenie okolo nej prestane byt turbulentné a stane
sa laminarnym. Tym mozZno vysvetlit’ skuto¢nost’, Ze draha lopty sa najviac zakrivuje na konci
letu a ma tvar cykloidy (vo futbalovej re¢i sa mu hovori ,,bandnovy” ). Na dosiahnutie takéhoto
kopu treba dat’ lopte spravnu rotaciu, priCom lopta musi byt zasiahnutd Sikmo a trochu mimo
centra.

A napokon spomenieme este jeden priklad vyskytu cykloidy v prirode, priklad jej najcastejSicho
vyskytu — dazd’. Predstavte si, ze pr$i a kvapky dazd’a dopadaju na stebla travy alebo listy
stromov. Listy a stebla zmenia svoju povodnt polohu a tvar — prehnua sa. Spdsobuje to kineticka
energia dazd’a. Prehnu sa do tvaru cykloidy.

Vysvetlenie je podobné ako pri tvaroch ¢inskych striech. Steblo, ¢i list zmenia svoj tvar podla
toho, ako im to umoznuje ich flexibilita, aby sa Co najrychlejSie zbavili, zbytoCnej zataze.
A ¢lovek odkopiroval tito prirodzent mudrost’ prirody pri navrhovani a vyrobe dazdnikov.

Obr.18

Zaver

Cykloida je specialna rovinna krivka definovatel'na napriklad ako stopa bodu rotujuceho telesa v
pohybe. Pre jej zaujimavé vlastnosti je jej vyskyt v prirode pomerne Casty. Uzitocnost’ tychto
vlastnosti objavil a vyuzil ¢lovek uz pred niekol'kymi tisicro¢iami.

V texte Clanku sme sa zoznamili s historiou jej objavovania, s historiou jej exaktného
matematického opisu, s jej aplikaciami v technickej praxi, ¢i uz v su€asnosti alebo minulosti, ako
aj so zaujimavymi prikladmi fyzikalnych javov, ktorych podstata stvisi s tvarom cykloidy.
Ukézali sme si, Ze cykloida opisuje zakrivenie trajektorie rotujuceho telesa v ddsledku trenia
vzduchu, je krivkou najrychlejSieho pohybu v gravitacnom poli, ako aj krivkou umozinujicou
presné meranie casu, konStrukciu prevodovych systémov automobilov, ¢i uz rovnomerné
rozlozenie zat'aze pri stavbe tunelov.

Tym vSak zoznam oblasti jej vyskytu a pouzitia nekon¢i. Cykloida taktiez nie je jedinou takouto
prirodzenou krivkou — podobnymi prikladmi st klotoida, evolventa kruznice, retazovka, versiera
a rozne Spirdly. Vysvetlujeme pomocou nich zaujimavé prirodné javy, ako aj ich praktické
vlastnosti nam slazia na riesenie technickych problémov v inzinierskej praxi.
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Napriek tomu povedomie verejnosti i Specialistov-inzinierov o vlastnostiach a uzito¢nosti tychto
kriviek je nizke. Nenajdeme ich v osnovach matematickych predmetov na vacésine $kol (ani o
nich prakticky neexistuje literatira pristupna Sirokej verejnosti), aj ked sa s nimi stretdvame
denne v beznom zivote (zakrivenie cesty, visiace droty elektrického vedenia, tvar galaxii a
hurikdnov, drdha naletu dravca na korist’, tvar zubov ozubenych kolies, trajektoria pohybu v
Sportovych disciplinaich) a mylne si ich zamiehame s inymi krivkami (kruznica, parabola,
hyperbola, sinusoida).

Vzhl'adom na uvedenu situdciu, bolo naSim cielom v tomto ¢lanku vzbudenie zdujmu o
problematiku Specialnych kriviek, ¢i uz z pohladu teoretického, praktického alebo estetického.
Dufame, ze sme Citatel'a inSpirovali prikladmi z redlneho Zivota, historickymi poznamkami, ako
aj ponuknutou roznorodost’'ou.

Pod’akovanie: Prispevok vznikol s podporou projektu KEGA SR ¢&islo 046ZU-4/2011.
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