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v Informacny vek modifikuje metédy a formy vyucovania matematiky

POzZNAMKY K OBsAHU A OBVODU KRUHU

REMARKS TO AREA AND CIRCUMFERENCE OF CIRCLE

Marek Varga

Abstract: In the article we deal with integral calculus. We find formulas for area and
circumference of circle by several ways. We assume and hope that our students will
know at least one of these aproaches.
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Uvod

Jednym zo zakladnych kurzov ucitel'ského Studia matematiky na Katedre matematiky FPV UKF
je v prvych piatich semestroch matematicka analyza. V trefom semestri bakalarskeho $tadia st
prednasky a semindre matematickej analyzy venované integralnemu poctu. Okrem definicie
Riemannovho a Newtonovho integralu, zakladnych integraénych metdd a dalSich vlastnosti
uritého integradlu st pevnou sucastou tohto kurzu aj aplikdcie wurcitého integralu.
V nasledujtcich riadkoch zostaneme predovSetkym pri geometrickych aplikacidch — vypocet
obsahu elementarnej oblasti, dizky krivky, objemu a povrchu rotaéného telesa. Presnejsie,
budeme sa ststredit’ na vypocet obsahu a obvodu kruhu. Tvrdime, Ze tieto vzorce — dostatocne
zname uZ z hodin matematiky na zakladnej Skole — by si mal ucitel matematiky vediet’ odvodit’.
NavySe si myslime, Ze ak Studentovi — budicemu ucitelovi matematiky ukaZeme viacero
sposobov, ako najst’ pozadované formuly, aspon jedna metéda mu natrvalo utkvie v pamiti.
Z uvedeného dovodu sa na nas kruh pozrieme z viacerych uhlov pohladu.

1 O obvode a obsahu kruhu

1.1 Krivka dana explicitne

Z analytickej geometrie vieme, Ze kruhom K so stredom v bode O[O; 0] a polomerom r

nazyvame mnozinu prave tych bodov v rovine, pre ktoré plati
9

JCE{[X; y]eR? x*+y? srz}.



Marek Varga

Ak sa zameriame len na jeho Cast’ leziacu v prvom adruhom kvadrante (obr. 1), tak zrejme
uvazovany polkruh je ohrani¢eny grafom funkcie y=+r>—x?, pricom Xe<—r; I’>. Ak
navySe vyuZzijeme simernost’ tohto grafu podl'a osi o, pre obsah™ nasho kruhu zrejme plati

b r X:rS|nt w2 /2
Sg{zjydx:4-jx/r2—x2dxd B =4 | r?cos®tdt=4r? Lroost g _
o 5 X =r cost dt 0 0 2
. /2
:4r2[£+5m2t} =nr?,
2 4 ],
XX + Yy = 1

Obr. 1: Kruznica dana implicitne

Zostafime rovnako skromni ako doteraz, a skusme si poradit s obvodom® kruhu opif len
pomocou jeho Casti umiestnenej v prvom kvadrante. Dostavame:

0y = H1+ " ik 4[ 1{( r2—x )} dx = 4[ Lt g k= 4rj\/i

r
. X
=4r|arcsin—| =2nr.
rJo

Podarilo sa nam ziskat spravne vysledky, na S§tastie v oboch pripadoch, napriek tomu sa
v d’alSich riadkoch pokusime ziskat’ naSe vzorce inymi cestami.

@ Veta: Nech f je funkcia spojita na intervale <a;b>. Potom pre obsah S elementarnej oblasti ¢

b
={[x;y]eR2; xe(a;b) A OSysf(x)} plati Sz.ff x)dx
a

@ Veta: Nech f, f' st spojité funkcie na intervale (a;b). Potom pre dizku L krivky y=f(x) na intervale

(a;b) plati L= I1f1+ dX
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Poznamky k obsahu a obvodu kruhu

1.2 Krivka dana parametricky

Opit’ uvazujme kruh J so stredom v bode O[0;0] apolomerom r. Parametrické vyjadrenie

kruzZnice, ktora ohranicuje tento kruh (obr. 2), ma potom tvar

x=gp(t)=rcost, y=y(t)=rsint; kde te(0;2r).

Ak vyuzijeme §tvrtkruh z prvého kvadrantu, tj. te <0; %> , potom pre obsah® celého kruhu
zrejme plati

72

b w2 wl2q
Sk =[w|¢|dt=4- [ rsint|-rsint|dt=4r® [ sin®tdt=4r" | 1-cosat
a 0 0

0 2

dt=

. n/2
:4r2[£_sm2t} Y
2 4 1,

P [rcost; rsint]

Obr. 2: Kruznica a jej parametrické rovnice

Pomocou d’alSieho vzorca z integralneho poctu sa zase dostaneme k obvodu® nagho kruhu, totiz
plati

@ Veta: Nech krivka # je dana parametrickymi rovnicami x=¢(t), y=y(t); kde te(u;v), nezporna

funkcia  je spojitd, ¢ je spojito diferencovatelna na <u;v>. Potom pre obsah S elementarnej oblasti

Vv
ohrani¢enej krivkou £ plati S = ‘[ l//(t)| ?'(t) |dt :
u
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72 zl2

Oy = .H dt—4 I\j rsmt rcost) dt—4rj dt =27r.

Hoci sme overili nase predoslé vysledky, nad’alej sme so sebou nespokojni a pokisime sme najst’
nase vzorce d’alSimi nezavislymi sposobmi.

1.3 Krivka dana v polarnych suradniciach

Umiestnime stred kruznice do zaciato¢ného bodu poléarnej osi, nech je jej polomer r. Potom
rovnica tejto kruznice v polarnych sturadniciach ma tvar (obr. 3a)

p=r; pricom ¢e<0;27z>.
Pre obsah® kruhu ohranieného spomenutou kruZnicou potom (ak tradi¢ne vyuZijeme len
Stvrtinu tohto utvaru) dostavame:

7[/

2
=—Ip dp=4.-= Ir do = 7r?

(6)

Pokracujme este vypoctom obvodu™ nasho kruhu (opat’ vyuzijuc jeho simernost):

72

Oy = J.«prr d(p4.|.\/_d(p 27r .

@ Veta: Nech krivka £ je dana parametrickymi rovnicami x=g(t), y=w(t); kde te (u;v), funkcie v, ¢

s
majt spojité derivécie na (u;Vv). Potom pre dizku krivky £ plati L= I\/ (¢'(1)) +(\V'(t))2 dt.
u

® Veta: Nech p=p(p) je spojita nezaporna funkcia na intervale (a; B). Potom pre obsah S segmentu
2 . 17,
={[g0;p]e R pe(a;B) A OSpSr((p)} plati S :E.[p (p)de.
a

© Veta: Nech funkcia p=p(p) ma spojita derivaciu na intervale (a; B). Potom pre dizku krivky p = p(¢)

\/rz 2d(o.

naintervale (a;B) plati L

Q*—-‘Q
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Poznamky k obsahu a obvodu kruhu

p= dcos ¢

Obr.3 a, b: KruZnica, polarne stiradnice

Na rozdiel od predoslych pripadov sa tu zdrzime trosku dlhsie — rovnica kruznice v polarnych
suradniciach totiz moze byt aj v tvare

p=dcose; pricom ¢e<—% %>

V tomto pripade sa len posunul jej stred na polarnej osi (obr. 3b), ¢o vSak samozrejme nema
ziadny vplyv na hodnotu obsahu ¢i obvodu takto ziskaného kruhu. DalSou odliSnostou je, ze
tentokrat hodnota d vlastne predstavuje priemer kruhu. Na rozdiel od predchadzajtcich

vypoctov teraz vyuZzijeme cely polkruh, tj. budeme uvazovat ¢ e <O; %> . Pocitajme:

ﬂ/2 zl?2
S%:—jp dp=2-= _[ d?cos® pdep =d? J' cos® pdep =.. =%d2.

Dopliime opét’ aj vzorec pre vypocet obvodu kruhu:

0y = j«/ ) dop = ZATZJ d cos )’ dﬁn¢fd¢=2d12d¢:ﬂd.

Aj naSe posledné dva vysledky zodpovedaji vysSie uvedenym rieSeniam, overenie je mozné
okamzite vd’aka vztahu medzi priemerom a polomerom kruhu d =2r .

Zaver

V ¢lanku sme sa venovali odvodenie znamych vzorcov na vypocet obsahu a obvodu kruhu.
Pokusali sme sa o ¢o najvicsiu pestrost’ v nadeji, Ze ak ukdzeme Studentom — buducim ucitelom
matematiky viacero sposobov, ako spomenuté¢ formule ziskat’, urite sa im jedna z nich zapaci
(vyberu si pochopitelne pre nich ,,ti najlahsiu®), a natrvalo sa vryje do pamiti. Popritom sme
vyuZili obrazky vytvorené programom Winplot, ktoré ndm pri vypoctoch do istej miery pomahali.
Tento program je schopny vykreslovat grafy funkcii, kriviek, ¢i ploch, anavySe je volne
dostupny, takZze ho mézeme bez obmedzeni kedykol'vek vyuzivat'.
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