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CATALANOVA CiSLA VE SKOLSKE MATEMATICE

CATALAN NUMBERS IN SCHOLL MATHEMATICS

Jaroslav Beranek

Abstract: The article is devoted to Catalan sequence and its elements, so called
Catalan numbers. These numbers, although not mentioned in school mathematics (not
even at universities), have a lot of interesting applications. The article shows some
problems, the solution of which is formulated with the help of Catalan numbers. The
shown topic can contribute to developing combinatory thinking of students, which is one
of the most important tasks of the contemporary mathematics.
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1 Uvod

Mezi dulezitou soucast vyuky matematiky na vSech stupnich $kol patii kombinatorika nebo
obecnéji vychova ke kombinaénimu mysleni. Uz na zakladni skole je v rdimcovém vzdé&lavacim
programu ,,Matematika a jeji aplikace* kladen diiraz na rozvoj kombina¢niho mysleni a tlohy
s kombinatorickou tématikou se Casto vyskytuji v matematickych soutézich. Systematicka vyuka
kombinatoriky nechybi na zadné stfedni Skole, kterd ma matematiku ve svém Skolnim
vzdélavacim programu. Casto viak dochazi k situaci, kdy se studenti u¢i kombinatorické vzorce
formaln¢ zpaméti. Je proto nutné, aby vyuka kombinatoriky byla pojata obecnéji; vzorce by mély
byt odvozovany, aby doslo k pochopeni jejich podstaty a soucasné by se studenti méli seznamit 1
S témi kombinatorickymi problémy, jejichz feSeni nelze urcit pouhym dosazenim do zékladnich
vzorci (napf. pocet rozkladi konecnych mnoZin, latinské ctverce, rozdélovani predméti do
piihradek atd.). Jednim z vhodnych témat jsou z tohoto hlediska tzv. Catalanova c¢isla (nebo téz
Catalanova posloupnost). Jak déle uvedeme, pomoci Catalanovych cCisel 1ze vytesit nékteré velmi
zajimavé kombinatorické problémy. Poznamenejme, ze uvedené problémy jsou pievzaty z [1].

(3], [4], [7], [11], [12], [14].

2 Catalanova €isla a jejich uziti

2.1 Pocet korektnich uzatvorkovani

Polozme si nasledujici problém. Necht n je nezdporné celé cislo. Kolik je vsech mozZnych
korektnich uzavorkovani s n pdry zdavorek? Parem rozumime levou a pravou zavorku; korektni
uzavorkovani je potom takové, které odpovida vSem syntaktickym pravidlim pro zapisy
matematickych vyrazi; napt. uzavorkovani (( )( ))( ) je korektni, kdezto uzavorkovani ((( )( )(
korektni neni. Poznamenejme, ze uvazujeme i trivialni ptipad pron =0 .
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Pocet uzavorkovani oznacime Cn. Prozkouméame-1i induktivnim postupem nékolik piipadii pro
mala n, zjistime, ze ¢co = 1, ¢ =1, ¢, =2,¢c3 =5, ¢4 = 14 . Pii vétsim poctu zavorek je jiz
experimentalni urCovani c, velmi nepfehledné. Odvodime proto rekurentni vzorec. Pti jeho
odvozovani mlize napomoci obrazek, ktery ukazuje vSechny moznosti pro 3 pary zavorek:

000, 0O00), (O O, (O0) 1)

Na prvnim misté uzdvorkovani musi vzdy byt leva zavorka. T¢é odpovida v korektnim uspotadani
prava zavorka na pozici 2, 4, 6, ..., 2n (pfi n parech zavorek je 2n moznych pozic pro umisténi
zéavorky). Uzavorkovani mezi t€émito dvéma zadvorkami musi byt opét korektni a uzavorkovani za
pravou zavorkou rovnéz. Tim dostavame rekurentni vztah:

n
co=1,¢c=1¢,,=>0¢-Cy; Pron>0
i=0
llustrujeme tento vztah pro n = 3; plati ¢c3 = Cp- C, + C1- C1 + Co- Co t]. C3 =1-2 + 1- 1+ 2. 1.
Nasledujici obrazek uvedeny vztah demonstruje (pevné zvolena dvojice zavorek je oznacena
hranatymi zavorkami):

(100, T1CO) +TO10 + IO, TOOL

Pfi odvozeni vzorce pro pfimy vypocet C, se€ vyuziva teorie vytvoiujicich funkci. Podrobnosti
nebudeme uvadét, 1ze je nalézt ve [2]. Uvedeme pouze vysledek ve tiech moznych ekvivalentnich
tvarech:

Cn:i.(an, Cn:&, Cn:(Zn]_( Zn} ?
n+1 {n (n+1)!-n! n n-1

Vztahy (2) uréuji tzv. Catalanova ¢isla (byla studovana uz Eulerem). V téchto vztazich vyrazy

(Znn] , resp. ( Z_rll] oznacuji binomické koeficienty znamé z kombinatoriky. Poznamenejme, ze
prvni dva ze vztahu plati i pro n = 0, zatimco tieti nikoliv. Vztahy (2) tedy také urcuji pocet
moznych korektnich uzavorkovani s n pary zavorek. Pro Catalanova ¢isla plati nékteré zajimavé
vztahy, napf. C.,, = %-Cn pro ne N, ¢op = 1). Pro tplnost jesté dodejme (viz [4]), ze
Catalanova ¢isla cp jsou licha pravé tehdy, kdyz n =2_1 pro kazdé prirozené Cislo k. Pro

vSechna ostatni n jsou suda. Pro velkd n lze dale Catalanova ¢&isla urcit pfiblizn€ pomoci vztahu
n

(viz[4]) c, = (Ize dokazat uzitim Stirlingovy aproximace ¢isla n!). Catalanova ¢isla totiz

7-nd

velmi rychle rostou; uvedeme nékolik prvnich hodnot (véetné hodnoty ¢o ): 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132,
429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357970, ... Licha ¢isla
jsou skute¢né (nepocitame-li trivialni piipad pro n = 0 a 1) hodnoty ¢; = 5, ¢; = 429, ¢;5 =
9694845 atd.

Zaveérem této uvodni Casti jiz zbyva pouze kratka zminka o Catalanovi. Belgicky matematik
Eugéne Charles Catalan se narodil 30. 5. 1814 v Bruges. V roce 1841 ukongil studium na Ecole
Polytechnique v Patizi. Jeho prvnim plsobistém byla Charlemagne College, kde ptednasel
deskriptivni geometrii. Od roku 1865 pisobil na Univerzité v Liege, od roku 1885 byl ¢lenem

v ow

Belgické akademie véd. N&jaky cas byl rovnéz ¢lenem francouzské poslanecké snémovny.
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Zemiel 14. 2. 1894 v Lic¢ge. Zabyval se zejména teorii fet¢zovych zlomka, deskriptivni geometrii,
teorii ¢isel a kombinatorikou.

2.2 Pocet Dyckovych slov

Tzv. Dyckova slova (viz [4]) jsou slova délky 2n, obsahujici n znakt X a n znakd Y takova, ze
V zadném pocatecnim podslové tohoto slova neni vice znakli Y nez znakli X. Piesnégji feceno,

Dyckova slova jsou kone¢né posloupnosti {ai }.221 obsahujici 2n ¢lend, pficemz kazdy Clen je

bud'to znak X nebo Y, podslovem délky k (1< k< 2n) pak rozumime podposloupnost {ai }:(:1.

Napt. XXYXYY je Dyckovo slovo fadu 6, XYXXYYXY je Dyckovo slovo tadu 8, kdezto
YXYYXX Dyckovym slovem neni. Problém nyni je urCit pro dané ptirozené ¢islo n pocet
Dyckovych slov fadu 2n . Reseni je velmi jednoduché. Vyuzijeme ¢ast 2.1. Zde jsme urdili pocet
vSech korektnich uzavorkovani n part zavorek. Nahradime-li levou zédvorku znakem X a pravou
zavorku znakem Y, vidime, ze pocet Dyckovych slov fadu 2n je uren Catalanovym cislem c; .
Skutecné; pro n = 1 existuje jediné Dyckovo slovo XY, pro n = 2 existuji 2 slova XXYY, XYXY
apron = 3jiz je jich pét:
XYXYXY, XYXXYY, XXXYYY, XXYYXY, XXYXYY,

pricemz téchto pét slov piesn¢ odpovida prehledu (1) vSech uzavorkovani tii part zavorek. Jako
dalsi mozné aplikace Dyckovych slov byva v literatuie uvadén nasledujici priklad.

Kamelot prodava noviny, které stoji 5 K¢. Zajem o koupi ma 2n osob, pfi¢emz polovina z nich
(tj. n) ma u sebe pouze jednu pétikorunu a druha polovina pouze jednu desetikorunu. Kamelot na
pocatku prodeje nema u sebe zadné drobné. Kolik je moznosti, jak se kupujici mohou postavit do
fronty, aby mél kamelot vZdy nazpét a prodej se tak nezastavil?

Reseni je opét dano Catalanovymi &isly. Sta¢i si uvédomit, Ze osoba s pétikorunou odpovida
znaku X (nebo levé zavorce) a osoba s desetikorunou odpovida znaku Y (tzn. pravé zavorce). V
kazdé pocatecni Casti fronty nemtiZze stat vice osob s desetikorunou nez s pétikorunou, jedna se
tedy opravdu o Dyckova slova.

2.3 Prochazky po Etvercové siti

Je dana Ctvercova sit’ o rozmérech n x n . Prochazkou po Ctvercové siti se rozumi takova cesta,
ktera vede pouze po piimkach této sit€¢ (zména sméru je tedy moznd pouze v miizovych bodech).
Zvolme pocatek soutfadné soustavy do levého dolniho rohu sité a pfedpokladejme nyni, Ze pohyb
Vv siti je realizovan pouze pomoci dvou typu taht: [X, Y] — [x + 1, y] (4. o jeden usek na
“vychod”) a [X, y] = [X, ¥ + 1] (o jeden usek na “sever”). Problémem je nyni urcit pocet
takovych cest z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu, které nepiekroci diagonalu. Pfi
feSeni se analogicky jako u problému korektnich uzavorkovani odvodi rekurentni vztah

n
Cprus :ZCi -C,;. cestu vzdy ,rozdélime* bodem, v némz se poprvé dotkne diagondly
i=0

(ptipoustime i pocatecni a koncovy bod cesty) a uzijeme princip soucinu, podrobnosti 1ze nalézt v
[6] a [10]. Na zakladé rekurentniho vztahu pomoci teorie vytvorujicich funkci vypocéteme, Ze
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pocet téchto cest je dan Catalanovymi Cisly ¢, . Pro n = 3 a n = 4 je feSeni ilustrovano
nasledujicimi obrazky (ptevzato z [3]):

BN

Pro n = 3 je pét cest, pro n = 4 je 14 moznych cest.

Podle pfedchozich problémi ve 2.1 jeden krok na vychod odpovida pismenu X (levé zavorce ¢i
pétikorun€), jeden krok na sever odpovida pismenu Y (pravé zavorce, resp. desetikoruné).
Poznamenejme, Ze 1 experimentdlni feSeni a hledani takovych cest pomoci tuzky a
¢tvere¢kovaného papiru ma na zakladni (a mozna i stiedni) Skole zna¢nou vychovnou hodnotu.

2.4 Déleni konvexniho n-uhelniku

Matematik Leonard Euler se zabyval ve své dobé problémem, kolika zplsoby lze rozdélit
konvexni n-uhelnik pomoci nékterych jeho uhlopfi¢ek na trojihelniky. Tento problém vyftesil.
Jeho feSeni inspirovalo Catalana, ktery podal feSeni elegantnéj$i formou. Ukézal, Ze pocet
rozdéleni konvexniho n+2-thelnika na trojuhelniky je dan pomoci Cisel ¢, . Pravé pfi feSeni
tohoto problému zaved] Catalan tato Cisla, kterd dnes nesou jeho jméno. Experimentalni feseni
s mladsimi zéky vede k rozvoji geometrické predstavivosti, feSeni vypoctem lze nalézt napt. ve
[3], [4], [7], [12]. V tomto pfipadé jiz neni tak zfejma analogie s pfedchozimi problémy a je
pomérne naro¢né usoudit, co hraje roli analogickou pismeniim X a Y v Dyckovych slovech nebo
levé a pravé zavorky pii hledani poctu uzavorkovani. Nasledujici obrdzek ukazuje vSechna
rozdéleni pétithelnika, Sestithelnika a sedmithelnika (obrazky ptevzaty ze [3]):
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AN ZIN)

Pétiahelnik, c3 =

@@@@@@@
LDV

Sestithelnik, ¢, = 14

So0OOODE
DODOPYY
AN
= ENIy,
DADIDPED
DPPIPIS

Sedmiuhelnik, ¢5 =

2.5 Binarni stromy

Dal$im z problémil, jejichZ feSeni 1ze urcit pomoci Catalanovych cisel c,, je ur€eni poctu vSech
binarnich kofenovych stromt s n+1 listy (uzly grafu stupné jedna). Poznamenejme, Zze pod
pojmem strom budeme rozumét neorientovany graf, ktery neobsahuje kruznici. V dal$im se
omezime pouze na tzv. binarni kofenové stromy (teorii 1ze nalézt ve kterékoliv ucebnici teorie
grafti, napf. [9] — situace je intuitivné jasna z nasledujicich obrazkl). Tyto stromy obsahuji pouze
uzly stupné 1, 2 a 3 a jejich pocet je vzdy lichy; obsahuje-li binarni kofenovy strom 2n+1 uzld,
pak vzdy n uzlt ma stupen vétsi nez jedna a n+1 uzli ma stupen jedna. Tyto uzly stupné jedna se
nazyvaji listy. Problémem tedy je urcit pocet vSech binarnich stromt s n+1 listy, péstovanych na
n vrcholech vyssich stupiit. ReSeni je dano opét Catalanovymi &isly ¢, , podrobnosti lze nalézt
Vv literatuie, napft. [3], [4], [7], [12]. Nasleduji ilustracni obrazky, ukazujici pocet stromi se tfemi,
Ctyfmi a péti listy (jsou pievzaty ze [3]):
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Strom se 3 listy, ¢, = 2

VGG

Strom se 4 listy, c3 =

TE IV Y
G Y

Strom s péti listy, ¢, = 14

2.6 Dalsi problémy

V této Casti jiz pouze vyjmenujeme nckteré dal§i problémy, jejichz feSeni je popsano pomoci
Catalanovych éisel Prvni z nich (podéni rukou) je pomérné jednoduchy, druhy, t}'lkajici se stabe
pomoci Catalanovych 01sel uplny. Jejich formulace a dukaz, ze teSeni je ddno Catalanovymi
Cisly, jsou natolik slozité a forméalné komplikované, Ze je jejich zafazeni do vyuky na VS
diskutabilni (vhodné pouze pro nejnadanéj$i matematiky). Z toho diivodu oba posledni problémy
popiseme jen intuitivné, bez naroku na formalni presnost.

2.6.1 Problém podani rukou

Pocet zpiisobu, jak si mize 2n osob nad stolem podat ruce tak, aby se zadné dvé ruce nekiizily, je
urcen Catalanovym c¢islem C,. ReSi se obdobnym zptisobem jako problém rozdéleni konvexniho
n-thelnika.
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2.6.2 Stavba schodisté

Piedstavme si, ze mame poradit stavebni firmé, jak postavit schodist¢ s n schody z panelt
ruznych rozméri (pficemz veskery prostor pod schodistém musi byt vyplnén). Schodisté neni
toCit¢ a vSechny schodové stupné jsou stejné vysoké. Abstrahujeme-li od redlné podstaty
problému a podivame se na n¢j Z matematického hlediska, zjistime Zze pocet moznosti stavby
schodisté s n schody je dan Catalanovym cislem C, . Situaci pro 4 schody zachycuje nasledujici
obrazek (pievzat ze [4]) — jedna se o pohled z boku.

SN imiN =Nl =
—h—lj_‘—l—‘_‘lj-‘l _ll—l_lllj_‘ll

2.6.3 Pocet permutaci seraditelnych pomoci zasobniku

Z teorie programovani je znamy pojem zasobniku (typ paméti LIFO — Last In First Out).
Definujme nyni ,,pferovnavani permutaci pomoci tohoto zasobniku. VyuZzijeme intuitivni
definici (na formalné¢ piesnou definici zde neni dosti prostoru), pii niZ budeme sledovat
nasledujici obrazek (ptevzat ze [14]). Necht' je dana libovolna permutace mnoziny {1, 2, ..., n}.
Tuto permutaci napiSeme na vstup zdsobniku (prava strana), vystup zasobniku (vlevo) je prazdny.
Cisla ze vstupu potom pies zasobnik premistujeme na vystup podle téchto pravidel:

a) Je-li zasobnik prazdny nebo je-li prvni prvek vstupu mensi nez nejvyssi prvek zasobniku,
potom prvni prvek vstupu vlozime do zdsobniku jako novy nejvyssi prvek.

b) Je-li vstup prazdny nebo je-li prvni prvek vstupu vétsi nez nejvyssi prvek zasobniku, potom
nejvyssi prvek zasobniku premistime jako posledni prvek vystupu zasobniku.

12 {(]2 =, 2 1 -2 1= 2 3
e e (T | e
{T“ijl "ﬂl 31 2 1:i_f'ﬂl 2 '."/1 "’1‘ 2 "x1 213
) e (e (e [ e e

Po kone¢ném poctu kroku se takto Cisla 1, 2, ..., n pfemisti ze vstupu na vystup. Piivodni potadi
téchto ¢isel na vstupu se ale nemusi zachovat. Jestlize “nova” permutace na vystupu je tzv.
zékladnim potradim (1, 2, ... , n), kdy jsou disla sefazena podle velikosti vzestupné, nazveme
pivodni permutaci na vstupu jako sefaditelnou zasobnikem (i v CR se uZiva anglicky nazev
stack-sortable). Na obrazku, ktery jsme sledovali v prub¢hu definice, je vidét, ze pro n = 3 je
permutace (312) stack-sortable, zatimco permutace (23 1) nikoliv.

Problémem je nyni zjistit pocet permutaci n—prvkové mnoziny, které jsou stack-sortable. Lze
dokazat, Ze tento pocet permutaci je uréen Catalanovymi Cisly C,; napt. pro n = 3 je celkovy
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pocet permutaci 6, zatimco c3 = 5. Pro n = 3 tedy existuje jedina permutace, ktera neni stack-
sortable; touto permutaci je uz zminéna permutace (231).

2.6.4 Pocet nekfrizitelnych rozkladi

Poslednim problémem je urceni poctu “nekiizitelnych” rozkladt (anglicky noncrossing) konecné,
cyklicky uspofadané, mnoziny o n prvcich. Necht’ na kone¢né mnozin€ o n prvcich je definovana
cyklicka permutace; na uzlovém grafu této permutace necht’ jsou prvky mnoziny znazornény jako
vrcholy pravidelného n-uhelnika. Méjme dan néjaky rozklad této mnoziny. Graficky nyni
znazornime (ohrani¢ime) vSechny bloky rozkladu pomoci ovali. Mohou nastat dva ptipady:
budto se n¢které ovaly protnou (piesnéji feCeno prekryvaji) nebo nikoliv. V kladném piipadé se
rozklad nazyva ktizitelny (crossing), jinak je nekiizitelny (noncrossing). Na nasledujicim obrazku
1 2 3 4}
a dvou
3 41

jejich rozkladt. Rozklad {{1, 2}, {3, 4}} je nektizitelny, zatimco rozklad {{1, 3}, {2, 4}} je
k¥izitelny.

je znazornén piiklad mnoziny {1, 2, 3, 4}, usporadané cyklicky permutaci (

4 4
Problém zni: Kolik existuje nekfizitelnych rozkladii n-prvkové mnoziny, napt. {1, 2, ..., n}? Na
uspotadani prvkl nezalezi, pro kazdou cyklickou permutaci je tento pocet stejny. Lze opét ukazat
(viz [11]), Ze tento pocet je uren Catalanovym c&islem c, . Napt. pro n = 4 je pocet vSech
rozkladit 15 (tzv. Bellovo ¢islo Bs), zatimco ¢4 = 14. Pro zakladni cyklickou permutaci
(1 2 3 4

5 3 4 1] mnoziny{l, 2, 3, 4} je tedy jediny ktizitelny rozklad {{1, 3}, {2, 4}}.

3 Zaver

Ukazali jsme deset problémil, pii jejichz feSeni se objevuji Catalanova ¢isla, a to jak problému
jednodussich, tak 1 pomémné slozitych. Ukazuje se, Ze Catalanova Cisla, ackoliv nejsou zakladnim
obsahem uciva matematiky, se dotykaji fady oblasti matematiky (kombinatorika, teorie
vytvotujicich funkci, teorie rozkladd,...). Proto 1ze konstatovat, Ze jejich zatfazeni do vyuky (nebo
jako namét k samostatné tvurci praci studentll) je vhodné, a to jak na stiedni $kole, tak i na
Skolach vysokych. Ve vSech piipadech pfinasi feSeni téchto problémi nové pohledy na
kombinatoriku, coz pfispiva k jejimu hlubsimu pochopeni u studentt. V literatufe (napt. ve [3],
[4], [9], [11], [12]) lze pfitom nalézt dal$i problémy, souvisejici s Catalanovymi Cisly (napf.
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vypocet Catalanovych ¢isel z Pascalova trojuhelnika, specidlni determinanty, jejichZ prvky jsou
Catalanova ¢isla apod.). To vS$ak jiz piesahuje rozsah tohoto ptispévku.

10.
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