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Abstract: In this article, we devote two basic approaches to the study of geometric
objects and namely to synthetic and analytical methods. In teaching geometry we meet
with these methods by synthetic geometry (plane geometry and solid geometry) and
analytic geometry. Due to educational reform and the information age we are dealing
with their advantages in the learning process in teaching mathematics, and their mutual
relations, which in our opinion it is necessary to develop as much as possible.
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Hned’ na ivod by sme sa mohli opytat’: Ktort z geometrii pri vyu€ovacom procese uprednostnit™?
Verime, ze odpoved’ najde Citatel' v tomto ¢lanku. Vznik analytickej a syntetickej geometrie dali
V podstate dva zékladné pristupy Studia geometrickych objektov a to synteticka metoda, ktor
zalozil a naplno rozvinul Euklides asi 300 rokov p. n .I1. vo svojom rozsiahlom diele Zaklady a
analytickd metdda, ktorej objav sa spaja hlavne s menom René Descartes a jeho kniha Geometria
vydana v 17. st. n. 1. dala zaklad analytickej geometrie.

Synteticka geometria je Castou geometrie, ktora skima geometrické utvary aich vlastnosti
v euklidovskej geometrii pomocou syntetickych metod, vo vyucCovani ide o planimetriu
a stereometriu.

Synteticka metoda je pristup skimania geometrickych objektov zalozeny na ich zakladnych
geometrickych vlastnostiach aich vzijomnych vztahoch danych axiémami, pracuje sa so
samotnymi geometrickymi objektmi.

Analyticka geometria je Castou geometrie, ktora skuma geometrické utvary a ich vlastnosti
v euklidovskej geometrii pomocou analytickych metdd.

Analyticky metoda pouziva aparat zalozeny na algebre a aritmetike s vyuzitim moznosti
matematického vyjadrenia geometrickych objektov, vztahov a operacii algebrickymi
prostriedkami, nepracuje sa so samotnymi geometrickymi objektmi, ale s ich algebrickou
reprezentaciou.

Priamo z definicie vidime, ze tieto metddy st zna¢ne odlisné. Kazda ma vsak svoje vel'ké vyhody
v eduka¢nom procese vo vyucovani geometrie, a teda aj matematiky.
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Pri oboch tychto metédach musime mat’ na pamiti, Ze hlavnym principom stratégic ucitel'ovej
prace vo vyucovani matematiky je nielen naucit’, ale dolezitejsie ako odovzdavanie vedomosti je
formovanie osobnosti ziaka, teda cielom prace ucitel'a su kvalitativne zmeny psychiky ziaka.
Kritéria, ktorymi je tento proces hodnoteny su: sebaddvera Ziaka vo vlastné schopnosti myslenia,
tuzba ziaka po poznavani, dosiahnuty stupeii rozvoja myslenia. Vysloveny princip ma dialekticky
charakter, akcentuje dynamickost’ genézy myslenia a ukazuje rozhodujuci vplyv kvality citového
vztahu ziaka k matematike. Dobry citovy vztah je dany vnatornou motivaciou, rozporom medzi
jeho vedomost’ami a tuzbou vediet viac. (Hejny, [1])

Preto si myslime, ze pre naplnenie tejto stratégie vo vyucovani na zakladnej Skole je vhodnejsi
synteticky pristup pre jeho moznost’ ndzornosti, ¢o je pre Studentov vel'mi dblezité, pretoze vedia
pracovat’ s objektmi, ktoré si vedia predstavit alebo zakreslit. Preto v niz$ich ro¢nikoch je
dolezité venovat’ Va¢siu pozornost’ vyucovaniu syntetickej geometrie. K abstrakcii sa Studenti
dostavaji az vo vyssich roc¢nikoch, ¢o je podmienené aj ich samotnym vyvojom. Analyticka
geometriu je teda vhodnejSie vyucovat’ vo vysSom veku a to na strednych a vysokych skolach,
kde uz je uréity predpoklad k tomu, Ze Studenti dokazu zovSeobeciiovat a nemaju problém s
abstrakciou.

To ale nevylu¢uje moznost’, aby sa Studenti nizsich ro¢nikov oboznamili aspont zo zédkladnymi
principmi analytickej metody napriklad doslednou pracou s vyuzivanim $tvoréekového papiera.
Zastdvame nazor, ze vo vys$ich ro¢nikoch by sa nemali tieto metody ucit’ iplne oddelene, pretoze
iba vel'mi malé skupina Studentov potom dokdze najst’ prepojenie a vzajomné suvislosti medzi
nimi. Na strednych a hlavne na vysokych skolach by malo ist’ 0 prepojenie tychto pristupov.

Je pravdou, ze ak pri koncepcii vyucby analytickej geometrie vyuzivame geometricky pristup,
teda analytickd geometria je metdda skiimania a popisovania geometrickych javov, reprezentant
vektora je orientovand usecka, tak vtomto pripade dochddza k vzajomnému prepojeniu
analytickej metddy so syntetickou. Preto zastdvame ndzor, Ze tato koncepcia vyucovania
analytickej geometrie je vhodnejSia nez vyuCovanie s vyuzitim algebrického pristupu, kde
analyticka geometria je Stadium linearnych Struktir, z ktorych niektoré mozno aj znazornit'.

Tato koncepcia je vhodnejSia aj preto, Ze uz aj pocas vyucCovania inych casti matematiky
dochadza ku vyuzitiu geometrickych modelov na znazornenie aritmetiky. Napriklad scitanie,
nasobenie a delenie zlomkov interpretujeme na geometrickych modeloch a to kruhu (torty),
obdiznika (Sokolady) a usecky (tyce).

Avsak chyba hlbSia cesta prepojenia syntetickej metody s analytickou. Nakol'ko pri vyucCovani
stereometrie, ¢i planimetrie nevyuzivame analyticki metédu, maximalne sa aparat aritmetiky
vyuziva v kalkulativnej stereometrii, ¢i planimetrii, kde sa obmedzuje na vypocet objemov
a povrchov telies, ¢i vypocet obsahov aobvodov rovinnych utvarov a meranie vzdialenosti
a uhlov.

Vyvstava otazka, kedy zacat’ so vzajomnym prepajanim tychto pristupov. Myslime si, Ze by bolo
postacujice Studentom po zvladnuti uiva zo syntetickej a analytickej geometrie eSte hlbSie
ukdzat’ ich vzdjomné suvislosti. Iba poznamenavame, ze vo vzdelavani uc¢itelov by mali mat’ obe
metody vyvazené zastipenie.

Vzhl'adom na koncepciu uc¢ebného planu ucitel'skych odborov by takéto rieSenie bolo mozné,
nakol'ko po zvladnuti analytickej geometrie sa venuje syntetickej geometrii. A prave tu by bolo
vhodné Studentom ukazat’, ze aj v rdmci syntetickej geometrie sa d4 pouzit’ analyticka metoda
V geometrii, pretoZze prave tato cesta prepojenia jednotlivych pristupov sa takmer vdbec
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nevyucuje. Vzhl'adom na naSu ucitel'ski prax si myslime, ze by stacilo toto ukéazat' formou
prikladov. Tym by sa Studenti vedeli na geometricky problém pozerat’ komplexnejSie. Mézeme to
ilustrovat’ na nasledujucom priklade, ktory dokazuje, ze je to realizovateI'né.

Priklad

Je dand kocka ABCDEFGH. Urcte vzdialenost vrcholu kocky C od roviny a= BDG.
Studenti si nakreslili obrazky vo vo'nom rovnobeznom premietani:
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Obr. 1a) Obr. 1h)

Jedna skupina Studentov rieSila celt ulohu klasicky, pomocou syntetickej metody, kde tlohu
previedli na planimetricka tlohu (Obr. 1a), Obr. 2) a vyuzitim Euklidovej vety o odvesne zistili
vzdialenost’” bodu C od roviny a. Na rozdiel od tych, ¢o pouzili analyticki metodu, bol pre nich

dost’ naro¢ny dokaz toho, ze bod P je hl'adana pata kolmice prechadzajucej bodom C vzhl'adom
narovinu g, t.j. |PC|= |C, «|.

E G

A S C
Obr. 2

Druha skupina Studentov si zvolila karteziansku suradnicova ststavu ako je vidiet na obrazku
1Db).

Ur¢ila si suradnice urcujucich prvkov, vypocitala suradnice smerovych vektorov roviny a, urcila
normalovy vektor roviny a. Nemali problém s vyjadrenim vSeobecnej rovnice tejto roviny
anasledne uz pouzili viacero mozZnych rieSeni zadanej ulohy. Napriklad priamo vypocitali
vzdialenost’ bodu C od roviny o podla znameho vzt'ahu, ale nasli sa aj taki, ktori urcili bod P
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ako priese¢nik priamky CE (priamky kolmej na rovinu a a prechadzajicej bodom C) s rovinou o.
Vzdialenost’ bodu C od roviny a potom ur¢ili pomocou velkosti vektora PC

Studenti thto tlohu riesili uvedenymi spésobmi po tom, ako im bolo prezentované, ako je mozné
analytickl metodu vyuzit’ priamo v syntetickej geometrii.

Rovnako je pri vyucovani analytickej geometrie dolezité, aby Studenti pocas celého procesu
rieSenia ulohy mali k algebrickym objektom a operaciam priradené geometrické objekty
a operacie. Ciel'om kazdého ucitel'a matematiky by malo teda byt, aby Studenti vedeli pracovat’
s geometrickymi objektmi aj pomocou algebrického aparatu a naopak, ako mézeme zndzornit’ na
nasledujucej schéme:

geometricky
objekt

analyticka synteticka
metoda metoda

Momentalne je vSak taka situdcia, ze analytickd metdda sa z vyucovania na strednych Skolach
pomaly, ale zaiste vytraca, co je vel'ka Skoda, pretoZze ma taktiez mnohé vyhody.

Aj ked nie je nazorna ako syntetickd metéoda anemodéZzeme nou budovat geometrickll
a priestorovu predstavivost’ ako prave syntetickou metodou, analytickd metdda ma Siroké vyuZitie
pri rieSeni Uloh hlavne s podporou pocitacov (v pocitacovej grafike). Ma schopnost’ obsiahnut’
jednym algebrickym algoritmom celu triedu syntetickych rieSeni, zaroven je to prostriedok na
ziskavanie novych geometrickych poznatkov aV neposlednom rade ndm umoziuje skimat’
vlastnosti geometrickych objektov, ktoré nam synteticky pristup neumoziiuje. Spresiiuje
a zovseobecnuje vysledky ziskané syntetickou metddou.

Napriklad v ¢lanku [4] sme sa zaoberali nasledujicou vetou:
Kazdé dve kuzelosecky na ploche druhého stupna lezia vidy na dvoch kuzelovych plochdach.

Znenie tejto vety mdézeme najst’ v literatare [5], kde je aj veta dokdzana syntetickou metodou
v komplexifikacii projektivneho priestoru nad pol'om realnych ¢isel.

My sme pouzitim analytickych metdd ukézali, Ze kazdé dve kuZelosecky na ploche druhého
stupna nelezia vzdy na dvoch kuzel'ovych plochach. Analyticky pristup nam umoznil spresnit’
synteticky vysledok z knihy [5]. My sme v [4] zistili, Ze ak ide o dve navzajom dotykajuce sa
regularne kuzelosecky, tak tieto lezia prave na jednej ,,jednoduchej* kuzelovej ploche, ktora
patri do zvdzku ploch druhého stupnia ur¢eného takymito kuzel'oseckami.

Ako vidime prave analyticky pristup ndm umoziuje skimat aj také vlastnosti geometrickych
objektov, ktoré pri syntetickom pristupe nezistime. Rovnako v tomto informa¢nom veku, prave
analyticky pristup umoziluje vytvdranie roznych dynamickych programov na zakreslenie
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a modelovanie geometrickych objektov a situacii, ¢o nasledne vyuzivame pri budovani
predstavivosti Studentov, ¢o je hlavnym cielom pri vyuCovani geometrie syntetickym pristupom.
Avsak oba tieto zakladné pristupy k Studiu geometrickych objektov, t.j. syntetickd a analyticka
reprezentacia geometrickych utvarov a ich vlastnosti st sucasne nevyhnutné pri geometrickom
modelovani a vizualizacii s podporou pocitacov.

Momentalne s reformou Skolstva vznika otdzka, ktoré Casti uciva Uplne vypustit, kde jednotlivé
celky v celkovej Struktire predmetu umiestnit, ateda ako rozdelit ucivo do jednotlivych
ro¢nikov. Tym, Ze nie je striktne urcend ucebna osnova, ale skoly maji moznost’ rozhodovat’
0 Casti uciva, ktoré sa bude vyuCovat’ na ich Skole, vznikaju velké rozdiely medzi Studentmi
jednotlivych 8kol. Celkovd koncepcia nasho Skolstva v sti¢asnosti je zamerand na VvacSiu
prepojitel'nost’ s praxou a hlavne na aplikéaciu ziskanych poznatkov do praxe. S tym by sa mala
zmenit' aj celkovd stratégia vo vyuCovani anielen matematiky, teda jednym z cielov
v edukacnom procese by mala byt’ snaha naucit’ Studentov komplexne pozerat’ na dany problém
a s vyuzitim vsetkych poznatkov ho aj vyriesit. To by sa mohlo podarit’ prave va¢sim prepojenim
spominanych metdd v rdmci vyucovania geometrie.

Zaver

Na zaver chceme iba dodat’, Ze aj napriek vysSie uvedenym skuto¢nostiam zastdvame nazor, ze
vo vyucovani geometrie je potrebné rozvijat' oba pristupy sucasne. Aj ked’ v niz8ich
ro¢nikoch prevlada synteticky pristup, hlavnym cielom by malo byt, aby Studenti vo vysSich
rocnikoch vedeli geometricku ulohu riesit’ komplexne, vyuzitim celého aparatu, t.j. aby tieto
pristupy nemali oddelené, ale hlboko prepojené. Asi prianim kazdého ucitel'a geometrie, a teda aj
ucitela matematiky je, aby Studenti zvladali geometricku situaciu zakreslit' a rovnako ju aj
analyticky popisat’ a aby vedeli ur¢it’, ktorym pristupom tlohu najjednoduchsie vyriesia.

Literatura

[1] Hejny, M. a kol.: Tedria vyucovania 2, SPN Bratislava 1990.

[2] HoleSova, M: Stereometira a geometricka predstavivost. Cielom vyufovania matematiky
je §tastny ¢lovek. Zbornik recenzovanych prac, EDIS Zilina 2011

[3] HoleSova, M.: Preco mdvaju Studenti problémy s analytickou geometriou? Zbornik
prispevkov Zilinskej didaktickej konferencie s medzinarodnou i¢astou DIDZA, 2004

[4] Turéanova, M.: O singuldrnych kvadrikach v niektorych zvéizkoch kvadrik. Zbornik z 21.
konference o geometrii a po€itacove grafice, Lednice na Morave 2001.
[5] F.Kadetavek, J.Klima, J.Kounovsky. Deskriptivni geometrie II. JICMF. Praha 1932.

[6] Holesova, M: Analytic and Synthetic Methods in Geometry. SVU and its role in the era of
globalisation: transatlantic collaboration, innovation and preservation: 26th SVU World
congress of the Czechoslovak society of arts and sciences : July 1-6, 2012 in Zilina,
Slovakia 2012

40



Analyticka a synteticka geometria vo vyucovani matematiky

RNDr. Michaela HoleSova, PhD.
FHV ZU v Ziline, Univerzitna 8215/1,010 26 Zilina,
michaela.holesova@fhv.uniza.sk

Tento ¢lanok vznikol za podpory grantového projektu s ndzvom:
»Informacny vek modifikuje metody a formy vyucovania matematiky *
(MSVVaS SR KEGA 0462U-4/2011)

41


mailto:michaela.holesova@fhv.uniza.sk

