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REZULTANT POLYNOMU

RESULTANT OF POLYNOMIALS
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Abstract: The article contains a motivating problem that introduces a concept of
a resultant and deals with its use in solving systems of algebraic equations.
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Motivacni priklad
Zacnéme ilustraénim ptikladem: Pro kterd redlna cisla p maji rovnice x? —5x — 6p=0 a X* + BX
+ p + 2 = 0 spolecny koren? ( soutéz RMF o ceny, ro€. 75, 1998, €. 6, str. 290).

Pti feseni této ulohy se nabizi nékolik postupil. Stfedoskolsky student by mozna nejprve vypocital

§+1/25+24p 5 J25+24p
! 2 2

kofeny x; = > > X = > prvni rovnice, resp. kofeny
25-4(p+2 25-4(p+2
X3 = —g+ 2(p ) , Xg4 = —g— 2(p ) druhé rovnice. Pak by mohl zjistit, kdy

nastane néktery z ptipadu I. — IV., kde I. X3 = X3, 1. X3 = Xg, . X2 = X3, IV. X2 = X4. Postupné se
. . 26

nahlédne, Ze rovnice (v parametru p) I. a II. nemaji feSeni, III. plati pro p = 29 a vztah IV.

nastane pro p = 4. Miizeme tedy konstatovat, ze rovnice X* — 5X — 6p=0 a X* + 5x + p+2=0

maji spole¢ny kofen pro hodnoty parametru p = % ap=4.

1 Sylvesterova matice a rezultant

Je vsak dobré se obeznamit s jednim uzitecnym pojmem. Jeho autorem je anglicky matematik
viktorianské doby James Joseph Sylvester (1814 — 1897).

Definice: Necht' f(x) = an X" + a1 X" * + ... +a; X +a a g(x) = by X" + by X" + ...

+ bix + bp jsou dva polynomy z T[x] , kde T je komutativni téleso. Sylvesterovou matici
polynomu f(X), g(X) nazyvame matici
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an anfl a'0
an anfl a0
. . a a . .a
Syl(f, g) = v "l 1)
b, b, . . b, C
by by b,
by Dny b,
Jde o ¢tvercovou matici typu (m + n, m + n), majici v prvnich m fadcich koeficienty a; , i =n, n

-1, ..., 0 polynomu f, vzdy vS8ak ,,posunuté o jedno misto vpravo* a obdobné v dalsich n fadcich
matice se vyskytuji koeficienty bj, j =m, m — 1, ..., 0. (V ,,neobsazenych mistech” matice se pisi

nuly).

Jinak fe¢eno, prvnich m ¥adké matice odpovida polynomim x™*. f(x), ™2 f(x),...x f(x), f(x) a
dalgich n fadké matice polynomtim X" 1.g(x), X" 2. g(X)...., X. g(x), g(x).

Definice: Rezultantem res,(f(x), g(X)) polynomu f, g se nazyva determinant Sylvesterovy
matice.

Plati nasledujici
Véta (Sylvesterovo kritérium):

Necht’ f(x), g(x) jsou dva polynomy kladnych stupiii. Polynomy f(x), g(x) € T[x] jsou
délitelné nekonstantnim spole¢nym délitelem v T[X] pravé tehdy, kdyz resy (f(x), g(x)) = 0.

Nyni vidime, Ze se oteviela jesté jedna cesta, jak vytesit shora uvedeny priklad. Vypoctéme
rezultant polynomi f(x) = x* —5x—6pag(x) = x> +5x + p + 2:

1 -5 -6p 0

1 -5 —6p 5 —6p 0
R(p) 0 1 = -bp 5 2 0 + (1 -5 -8
= = + —_ — =
P 1 5 p+2 O g P
1 5 p+2 1 5 p+2

0 1 5 p+2
= (p+2)°~150p + 6 p (p+2) +25(p +2) + 25(p +2) +36 p° -~ 150 p + 6 p (p + 2) =
=49 p® - 222 p + 104.
Rovnice 49 p? — 222 p + 104 = 0 ma dva koteny, a to p1 = 4, p2 = % Pro p; = 4 mé prvni

rovnice X> —5x—24 =10 koteny X; = —3 a X, = 8, druhd rovnice X +5X+6=0 koteny X3 = -3 a

X4 = -2, tedy kofen -3 je spole¢ny. Pro p; = % ma prvni rovnice X — 5 X — %: 0
koteny X; = —; a Xz 22, druha rovnice X* + 5 x + % = 0 kofeny X3 = —; aXs= —% . Nyni

: cws v 1y 4 . ‘v
jsme ovéfili, ze kofen —3 je spolecny.
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2 Reseni soustav nelinearnich algebraickych rovnic

Rezultantu se v anglicky psané matematické literatufe fika eliminant. Divody budou zifejmé z
dalsiho.

Budiz déna soustava polynomidlnich rovnic
(X, y) = @n(y) X" + @n-a(y) X" + ... + a(y) = 0
)
g0 ¥) = bin(y) X" + bina(y) X + ..+ boy) = 0.

Predpokladejme, Ze [Xo, Yo] je feSenim soustavy (2). Potom rovnice o jedné neznamé X
f () = an(Yo) X" + @ana(Yo) X" + ... + @o(yo) = 0
g (X) = bn(Yo) X" + bi_1(Yo) X" + ... + bo(yo) = 0

maji spoleény kofen Xo. Musi proto byt res,( f,§) = 0. ReSeni soustavy (2) proto zahajime
vypoétem rezultantu resx(f(X, y), g(X, y)), na¢ez obdrzime polynom R(y) takovy, Ze R(yp) = O.
(V této fazi teSeni soustavy (2) se proménna X jakoby ,,ztratila®, byla eliminovana). Pro kazdy

kofen Yo je pak zapotiebi zjistit, zda maji polynomy f (X) a g (X) spoleény kofen.

Priklad: Naleznéte vSechna feseni soustavy
Y-yt +3y=6
Xy + yY—2y=4.

y? 0 —y* +3y-6
Refeni: Je R(y) = res(f, g) = |y y*-2y-4 0 = yz.(yz—zy—4)2+
0 y y>—2y-4

+y? (—y4 +3y — 6) =— y2(4y3 +4y% —19y —10) = —yA(y - 2) (2y + 1) (2y + 5). Tim je provedena
eliminacni faze feSeni a zjiStujeme, Ze polynom R(y) ma kofeny y; = y» = 0, y3 = 2,
ya= —3,y5 = —3. Otekavame, ze do mnoziny feSeni P shora uvedené soustavy budou patfit

uspoiadané dvojice tvaru [, 0], resp. [*, 2], resp. [*, —%] resp. [*, —%], kde hvézdicka

zastupuje zatim neuréenou X—ovou soufadnici feSeni. Zaénéme druhou dvojici: Yo = 2, polynomy
F)=f(Xyo)=4x*—16 a g(x) =g (X Yo) = 2X— 4 maji spole¢ny kofen Xo = 2, tj. do oboru
pravdivosti P bude patfit dvojice [2, 2]. Analogicky obdrzime dvojice [—%, - %] a [%, - %] .
Z4dna dvojice tvaru [*, 0] se ale v oboru pravdivosti P neobjevi — pro yo = 0 dostavéme
konstantni polynomy f (x) = f(X, yo) = —6 a g (X) = g(X, Yo) = —4. V tomto piipadé jsme tedy
provéiovali ,,faleSnou stopu‘. Teorie fika, ze se to stane pravé tehdy, kdyz an(yo) = bm(yo) = 0.
Celkem tedy P = { [2, 2], [—%, -2, [%, —%] } . Poznamenejme, Ze krom& Sylvesterovy
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dialytické metody ma matematika posledni tietiny 20. stoleti k dispozici snad jesté elegantné€jsi
metodu Grébnerovych bazi.

Rezultant polynomti je pojem, ktery vyrazné nabyl na vyznamu v souvislosti
s roz§ifenim réiznych programii po&itatové algebry (Maple®™, Mathematica® atd.). Je podstatnou
slozkou v mnoha algoritmech uzivanych v téchto programech. Objevuje se kupft. pii pocitacové
integraci ryze lomené racionalni funkce (tzv. logaritmicka ¢ast vysledku, Rothsteinova véta).
Rezultant se mj. vyhodné vyuZije v tzv. Gosperové sumac¢nim algoritmu a nachazi je$t€¢ mnoha
dalsi vyuziti v programech pocitacové algebry.

Zaver
Nakonec uved'me nékolik uloh, které by mohly slouzit jak k tréninku kupft. feSiteld MO
V ,,ruénim® pocitani, tak i k experimentovani s po¢itaovymi programy :
Ulohal: x®+y*=19
(xy+8) (x+y)=2.
Uloha2: x*+2y=6x
y® + 2 x = 6y.
Uloha3: x®+y?+x+y=8
X+y+xy=5.
Uloha 4: (xy+2)(x+y)=12
X +y> =0,
Uloha5: x*+xy?>=10
y +x°y=5.
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