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Abstract: The paper emphasizes a growing need to develop such teacher's skills which
enable him/her to perceive and subsequently present a discussed issue in a broader
context, and implement facts and knowledge from various scientific fields into science
teaching. A teacher’s didactic mastery lies in his/her ability to see and point out the
possibilities of interdisciplinary connections in teaching-learning process. Specifically our
attention will be focused on interrelation between the contents of the biology, computer
science and mathematics curricula on the example of a population growth model.
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Uvod

V poslednych rokoch registrujeme vo vzdelavani snahu prepéjat’ obsahy uciva jednotlivych
vyuCovacich predmetov a akcentovat vyuzitie preberanych pojmov a faktov pri rieSeni
konkrétnych problémov z kazdodenného zivota. Zdoraznuje sa predovsetkym nutnost’ transferu
vedomosti, ziskanych pri vyu€ovani jedného prirodovedného predmetu do oblasti iného
predmetu.

Ako ucitelia matematiky sme Casto konfrontovani otdzkami Studentov, ktorych zaujima ako
a kde mozu prave preberany matematicky poznatok vyuzit v praxi. Ak chceme v takejto chvili
vhodne a inSpirativne reagovat, musime upriamit pozornost do sveta biologie, ekonomie,
ekologie, chémie ¢i fyziky a pontknut’ Studentom uspokojivé vysvetlenie, uviest relevantny
aplika¢ny priklad. Matematika ponuka bohatli bazu, z ktorej Cerpaji ostatné prirodovedné,
technické a ekonomické vedy, no na druhej strane prave tieto predmety (vedné odbory)
ponukaji matematikom bohaty priestor pre aplikovanie skimanych matematickych poznatkov.

Formovanie kompetencii ucitel'a prekracujucich ramec urcitého predmetu sa javi v sucasnosti
ako kl'uc¢ova uloha v didaktickej priprave ucitelov prirodovednych predmetov prave v suvislosti
so snahou zvysit efektivitu vychovnovzdelavacieho procesu.

V sucasnej dobe informaénych technoldgii je samozrejmé, ze temer kazda vedna disciplina
vyuziva pri svojom vyskume informatiku a matematiku. Velmi intenzivne pocitujeme, ako
pocitacové technoldgie prenikaju do ostatnych vednych disciplin, aby eliminovali rutinné a
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stereotypné cCinnosti, vytvorili priestor pre kreativne a komplexné vedecké skimanie, posunuli
hranice poznania, umoznili realizovat’ vyskum vo vsetkych oblastiach vedy a techniky.

V nasom c¢lanku demonstrujeme akéa inSpirativna a podnetnd méze byt vzajomnd kooperacia
a kolaboracia matematiky, bioldgie a informatiky na priklade matematického dynamického
modelu a pocitaovej simulacie rastu populacie organizmov.

1 Matematické modely rastu jednoduchych
spolo€enstiev organizmov

Matematicky model je abstraktny model, ktory vyuziva matematicky aparat (¢iselny, mnozinovy,
vektorovy, geometricky, atd’.) na opisanie spravania sa istej sustavy (systému). Matematické
dynamické modely sa pouzivajii pre vyjadrenie evollcie opisovaného systému prebiehajucej
v Case na zaklade a priori definovaného pravidla. Stretivame sa s nimi najmi v prirodnych
vedach a inZinierskych disciplinach (fyzike, biologii a elektrotechnike), ale tiez aj v socialnych
vedach (ekondmia, sociologia a politické vedy).

Castym predmetom ziujmu matematikov su simulacie biologickych procesov, vytvaranie
modelov rastu a vzajomnych vzt'ahov populécii ré6znych druhov organizmov. NeodmysliteI'nt
ulohu tu zohravaju pocitacové technologie, ktoré svojim nesmiernym potencidlom participuji pri
realizacii vyskumov v tejto oblasti.

Modely rastu a vzdjomnych vztahov réznych populacii st dnes vyuzivané nielen vo vSeobecnej
biologii, mikrobiologii, ekoldgii, a ekonomike ale sluzia tiez na:

v' uréovanie maximalnej irody v pol'nohospodarstve,

v" pochopenie dynamiky biologickych invazii,

v porozumenie dosledkov pri ochrane Zivotného prostredia,

v’ progndzovanie Sirenia parazitov, virusov a ochoreni a d’alSie aplikacie.

NajpouzivanejSie a najrozSirenejSie su spojité modely rastu populacie, ktoré vyuZivaji aparat
matematickej analyzy a jazyk diferencidlnych rovnic. V pripade jednoduchych rastovych
modelov vysta¢ime s diferencialnymi rovnicami 1. radu.

V najjednoduchsich modeloch sa populacia charakterizuje svojou velkost'ou, ktort je mozZné
vyjadrit bud’ po¢tom jedincov daného druhu alebo ich celkovou biomasou. Z hl'adiska teorie
systémov populdcia predstavuje modelovany systém. Stavovou premennou tohto systému je
hustota populacie, ktora je spojitou funkciou ¢asu t, oznacujeme ju x(t) a vyjadruje len priblizny
pocet jedincov v Case 1.

Pri modeloch rastu Zivych organizmov predpokladame, Ze Specificka miery rastu u nie je
konstantna, ale zavisi od mnoZzstva dostupného substratu. Pri malej velkosti populacie vysta¢ime
s tzv. Malthusovym modelom [3], ktory nepredpoklada zavislost’ $pecifickej miery rastu x na
vel’kosti populacie, ¢o vyjadruje Malthusova rovnica

(1) =r.x(t) (1)
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kde x’(t) predstavuje rychlost rozmnozovania v ¢ase t a r je konStantou tmernosti, ¢o je
relativna rychlost’ rozmnozovania (Specifickd rastova rychlost’). Rychlost' rozmnozovania je
V tomto pripade priamo imerna hustote populacie. Kazdé rieSenie tejto rovnice ma tvar

x(t)=x(0)". )

Pre x(0) #0 a r > 0 hustota populacie s casom t exponencidlne rastie, pre r = 0 zostava
konstantna a pre r < 0 klesa exponencialne K nule a populacia vymiera.

Problémom takychto klasickych (spojitych) dynamickych modelov je, Ze pri ich konStruovani sa
prijimaji pomerne zjednodusené predpoklady. Populacia sa chape globalne, ,,makroskopicky*,
ako celok, pricom sa nereflektuji viaceré faktory, ako napriklad rozmnozovanie a smrt’ jedincov,
priestorové rozlozenie, ¢i lokalne zmeny populacie. Lokalne rozdiely v populacii sa jednoducho
,spriemeruju‘. UrCite pri mnohych tlohach je to spravna intuicia, I'ahko vSak ndjdeme priklady,
kde takyto pristup vedie k nespravnym zaverom. Napriklad podmienka spojitosti funkcie (1) je
splnend len pre populacie dostatocne pocetné, v ktorych sa jednotlivé generacie prekryvaju
(t.j. populacia obsahuje jedincov rdéznych generacii). Toto vSak neplati pre mnohé jednoduché
organizmy s kratkou dizkou Zivota.

Najjednoduchsim alternativnym rieSenim je ,, mikroskopické‘ modelovania rastu populacie, ktoré
berie do uvahy ako priestorové rozlozenie jedincov, tak podmienky zrodu, prezitia a smrti
subjektov. Takéto modelovanie rastu populdcie moZeme uskutocnit’ prostrednictvom tzv.
celularnych automatov (CA). Matematicky zaklad pre konstrukciu CA tvori moderna algebra,
teoria algebrickych Struktir (grup) a operacii realizovanymi nad tymito Struktirami. V tomto
momente registrujeme zasadny vstup pocitacovych technologii do oblasti matematického
modelovania biologickych procesov a teda interdisciplinarne prepojenie matematiky, informatiky
a bioldgie, (pripadne i dalSich vednych disciplin, v ktorych je mozné aplikovat’ spominany
model rastu populécie).

2 Celularne automaty ako modely rastu populacie

Problematikou celularnych automatov sa ako prvi zaoberali J.V. Neumann a S. Ulam, ale k ich
najvacsiemu rozmachu prispel az rozvoj pocitacovych technolédgii koncom 20. storoc¢ia. V tomto
obdobi rozhodujtci podiel pri popularizacii celularnych automatov zohral Stephen Wolfram
(1959 - ) a jeho publikacia A New Kind in Science (2002), v ktorej sklada hold tejto fascinujucej
Strukture, a povazuje ju za akysi ,,zakladny princip* mnohych javov vo svete.

Celularny automat (CA) (angl. cellular automaton) je dynamicky systém a matematicky model,
ktory stvariiuje evoluciu Zivého systému. Vo vSeobecnosti ho mézeme charakterizovat’ pomocou
troch zakladnych parametrov:

v’ S$truktirou siete, prostrednictvom ktorej simulujeme zvolené javy,
v’ $pecifikaciou subjektov, ktoré ,,ziju* na tejto sieti,
v" mnozinou pravidiel, podl'a ktorych sa riadi evolucia subjektov siete.

Celularny automat:
v’ pracuje v diskrétnom ¢ase a priestore,
v’ je tvoreny bunkami (cell),
v bunky mo6zu bud’ usporiadané do tvaru:
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e priamky — hovorime o linearnych jednorozmernych (oznac¢enie 1D CA),
e pravidelnej mriezky (najcastejSie) — hovorime o dvojrozmernych 2D CA,
e trojrozmernej Struktiry (oznacenie 3D CA).

v’ kazda bunka mdze nadobudat’ najcastejSie dva stavy (binarny CA);
e jeden stav oznacuje plné pole < Ziva bunka (1),
e druhy stav oznaCuje prazdne pole < mfitva bunka (0) (obr.1).

<n1"tva bunka
|

7iva bunka

Obr.1: Interpretacia celularneho automatu

v hodnoty stavov buniek st uréené prechodovou funkciou. Argumentom tejto funkcie su
aktualne hodnoty stavu bunky a stavov buniek z jej okolia, teda bunka meni svoj stav
podla zadefinovaného pravidla,

v kazda bunka ma informéciu o sebe samej, ako aj 0 svojom okoli (lokalne informacie)
a na zaklade toho kona a rozhoduje sa, ¢o urobi v d’alSom kroku (cykle, generécii),

v bunka ma tieZ okolie, ktoré vplyva na jej rozhodovanie 0 zmene jej stavu:
e pre 1D CA je okolie definované ako pocet susednych buniek po oboch stranach
bunky,
e pre 2D CA existuju tzv.:
» Neumannovské okolie (4 susedia), obr.2,
» Moorovské okolie (8 susedov), obr.3,
> Sestuholnikové okolie (6 susedov), obr.4.[1]

Obr.2: Neumannovské okolie Obr.3: Moorovské okolie Obr.4: Sestuholnikové okolie

3 The Game of Life (Hra na zivot) — najznamejsi celularny
automat

Dalfou vyznamnou osobnostou spojenou s celuldrnymi automatmi je anglicky matematik John
Horton Conway (1937-). V roku 1970 Martin Gardner, redaktor ¢asopisu Scientific American,
zaoberajuceho sa tedriou matematickych hier, popularizoval fenomendlnu  Conwayovu
mySlienku a publikoval navrh hry s nazvom The Game of Life. V zapiti s rozvojom IKT sa hra
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stala azda najznamejSim celularnym automatom na svete. Fascinacia touto hrou ma korene
Vv jednoduchosti pravidiel, ktorymi sa riadi, ktoré vSak nasledne indikuju nepredvidatel'ne zlozité,
roznorodé a zaujimavé rieSenia. The Game of Life je na jednej strane jednoduchym, no
sucasne uzasne flexibilnym modelom zrodu, evolucie a vymierania kolonii zivych organizmov.

Conway dlho experimentoval, testoval rozne pravidla rozvoja kolonii baktérii. Nakoniec urcil
principy, ktoré zarucuju vel'mi zaujimavy a sicasne nepredvidatelny rozvoj kolonii organizmov.
Posolstvo tejto hry je predovsetkym v nasledujicom:

,» Af jednoduché pravidla mozu viest k zloZitym a komplexnym rieSeniam.*
Pravidla hry $pecifikuju, za akych podmienok:

v’ baktérie prezivaju do d’alSej generacie,

v na mieste mftvej baktérie sa rodi nova baktéria,

v’ Ziva baktéria umiera.
To, ktord z uvedenych situécii nastane sa riadi poctom Zijicich susedov danej bunky (baktérie).
Hra vyuziva Moorovské okolie bunky a tieto postulaty:

e pre zivé bunky: ak ma bunka okolo seba menej nez 2 bunky, potom umiera na osamelost’,
e pre ziva bunku: ak ma bunka okolo seba viac ako 3 bunky, potom umiera z ,,presytenia®,
,premnozenia“,
e pre zivu bunku: ak ma okolo seba 2 alebo tri bunky, potom bunka prezije do nasledujtce;j
generacie,
e pre mitvu bunku: ak ma bunka v svojom okoli prave 3 bunky, potom pride k zrodu bunky
(trojpohlavné rozmnoZovanie), inak zostdva mftva.
Prva generacia (krok, cyklus) sa realizuje pre zaciatocnu konfigurdciu buniek podla vysSie
uvedenych pravidiel, pri¢om pravidla sa aplikuju su¢asne na kazdu bunku. Dal§im aplikovanim
pravidiel vznikaji d’alSie generdcie buniek. Zaciatocné obrazce, tvorené l'ubovolne zvolenym
poctom zivych buniek, smeruju po niekol’kych generaciach k jednej z nasledujtcich situacii:

e Struktra po X generaciach zanikne,
e vznika stabilna Struktira,

e vznika cyklicky sa opakujtci obrazec (obr.5).
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Obr.5: Periodické konfiguracie
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3.1 Program Conway

Hru na zivot mdzeme modelovat na obyCajnom Stvorekovom papieri, no s rozvojom
pocitacovych technologii vzniklo mnozstvo pocitacovych programov, ktoré hru simuluju a su
vol'ne dostupné na internete. K takym patri aj program Conway, ktory sme pouzili pri
koncipovani tohto ¢lanku, a pomocou ktorého mozeme pozorovat evoluciu nami zvolenej
konfiguracie buniek na obrazovke pocitaca. Program tieZ umoznuje urcovat si vlastné
podmienky (postulaty) pre rast populacie, vybrat’ vhodné okolie bunky (siet’).

PopiSeme Vv kratkosti manudl programu Conway. Po spusteni sa otvori Hlavné okno programu na
ktorom registrujeme Listu ndstrojov (obr.6), ktora nam umoziiuje nastavit postulaty pre
Tubovolny celularny automat

Nové pole Posun- Automatchy Nastavenie
salii posun !
d’a Sia B e okolia bodu
generacia a prechodovej
funkcie

Ol =] ==l +—| Lm] 2] X[

Obr.6: Lista nastrojov programu Conway

Napriklad nastavenie postulatov pre Game of Life realizujeme prostrednictvom nastroja Edit

Rules ﬁ a dialdgového okna (Obr.7) takto:

Predsfined sats > N
Meighbors  Survival  Bith
o r r
r~ Topology T r
. 2 v r
* Square (8 neighborsf
: i i
" Square (4 neighbors) s O u
5 [ r
€ Triangular (3 neighbors
|| subr eibbor] e m ¢
© Tiiangudar (12 neighbars) 7 -
8 r
= Hexaganal (5 neighbors] R I
L [
LA i [
‘Wolfram code

Obr.7: Dialogové okno Rules
Uvedieme tri konkrétne priklady. [2]

Priklad 1. Podmienky Hry na Zivot aplikujeme na jednoduchu zaciatoénii konfiguraciu na
Moorovskom okoli buniek (obr.8). Nasledne simulujeme jej evoliciu a registrujeme vznik
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obrazcov, predstavujicich d’alSie generacie. Ako vidiet po jedenastich generaciach vznika

V tomto pripade stabilnd oscilujica Struktura.

1. generacia

2. generacia

3. generacia

4. generacia

5. generacia

6. generacia

7. generacia

8. generacia

9. generacia

10. generacia

11. generacia

12. generacia

Obr.8: Evolucia jednoduchej populacie - The Game of Life

Priklad 2. Snehova vlocka. Pozrieme sa teraz na celularny automat, ktory elementarnym
sposobom modeluje rast snehovej vlocky. Vznik snehovej vlocky je Specialnym pripadom rastu
krystalov. KryStal zacina rast’ od prvopociato¢nej bunky a generuje sa okolo nej podl'a presne
stanovenych pravidiel. Pre vznik snehovej vlo¢ky mdze by ,,zarodkom* napriklad zrnko prachu
vznaSajuce sa v povetri, ¢i tieZ jednoducha baktéria.

Vzhl'adom na vrodenu hexagonalitu

krystalov I'adu, ktord je podmienena symetriou molekul

vody, rast snehovej vlocky budeme modelovat’ na Sestuholikovej sieti (siet’ ako plast medu).
Pravidlo evolucie snehovej vlo¢ky bude jednoduché: Novy fragment kry$talu Padu vznikne len
v tej bunke, ktora md prdave jednu susednui bunku obsadenti krystilikom Padu. Na obrazku 9
vidime celuldrny automat a niekol’ko zaciato¢nych konfigurécii rastu kryStalu ladu.
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Obr. 9: Evolucia snehovej vio¢ky

Priklad 3. Realisticky model osidlovania casti uzemia. Uvazujme teraz o celularnom automate,
ako nastroji simulacie optimalneho osidlovanie tzemia organizmami. Vieme, ze prili§ vel'ka
hustota osidlenia na istom uzemi je negativnym faktorom vzh'adom na mnozstvo potravinovych
zdrojov, ktoré sa takto rychlo vycCerpaju a populacia hynie alebo si musi hladat’ novy zivotny
priestor. Na druhej strane, ak je kolonia organizmov malo pocetnd a prili§ osamotend (maly pocet
susedov) ma to tiez negativny vplyv na jej rozmach. Stanovili sme preto takéto postulaty pre
simulaciu optimalneho rozvoja kolonie:
» bunka reprezentujuca organizmus ,,prezije* v pripade, ze ma dvoch, troch alebo Styroch
susedov,
» nova bunka vznikne, (zmeni sa zo stavu neziva na ziva) iba v pripade, Ze ma prave troch
susedov.
Programom Conway simulujeme tieto podmienky pre rézne pociato¢né konfiguracie organizmov
¢o do poctu a rozmiestnenia v rovine a zistujeme ze:
» Samotne existujuci jedinci, alebo samotné pary jedincov umieraju,
» Malé kolonie jedincov (parov) sa rychlo stabilizuju v tvare geometrickych konfiguracii,
ktoré uz d’alej nerastu (obr. 10).
» Pocetnejsie skupiny jedincov, (obr. 11) sa po mnohych generaciach stabilizuji v tvare
nahodnych labyrintov, ktoré pokryvaju celti vymedzent Cast’ roviny.
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Obr.10: Simulacia rastu malej kolonie organizmov
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Obr.11: Simulécia rastu pocetnejSej koldnie organizmov
Zaver

Je mnoho dévodov, preco Studovat’ celularne automaty. Umoziiuji ndm kons$truovat’ modely,
ktoré simuluju evoluciu Zivej hmoty. Pomocou celularnych automatov mézeme stvariovat
okrem biologickych aj procesy z d’alsi oblasti Zivota [4]. Ide predovSetkym o také javy ako su:
pohyb sypkych materialov (takych ako kopa piesku), priepustnost’ kvapalin cez porovity material,
Sirenie lesnych poziarov, tvorenie sa kolon na dialnici, rozSirovanie socidlnych sieti, vznik
chemickych zlucenin, krystalizacia, rast nadorov a mnohé d’alsie.
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